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Aafgab« I. (Fig. 1.) 

Durch einen auf der Verlängerung der Grundlinie D C 
eines gegebenen Rectangels A ß C D gegebenen Punkt 
E eine gerade Linie E F zu ziehen , welche die der 
Grundlinie gegenüber liegende Seite in ihrer Verlan* 
gerung so schneide, dass das Viereck DCGH zu dem 
Dreieck BGF in dem Verbältnisse der gegebenen ge- 
raden Linien p, <j stehe. 

1. Geometrische Behandlung. 

A n a ) y s i s. 

Es sej EF die gesuchte Linie, 

so ist A ECG: AEDH=CE 2 :ED 2 (El. VI. i9.) 

•» 

also AECG;DCGH=CE* i CE 2 — ED* 

/KC.CD; (El. II. 6.) 

wenn KE=ED. 

Da DCGH:ABGF=p;q (p. hyp.) 

= CD:r, wenn CD:r»p:q; 
= KC.CD:KC.r 



so ist AECG:ABGF^=CE a :RC,r, 
(EI.VL19.)EC*:BF^ 

f 

folglich ist ßF**=KC.r, 

somit KC:ßF=FB:r; 
mithin ist BF der Grösse nach, somit der Punkt F und 
die Lage der geraden Linie BF .gegeben. 
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Co n 8 tro c ti on. 

Man mache BP^p, BQ~q, AR#PQ, RE = ED, 
RLzftDA, MB = BL, beschreibe über MR als Durchmes- 
ser einen Kreis, welcher die verlängerte AB in F 
schneide, und ziehe die gerade Linie EF, so ist die- 
selbe die gesuchte Linie. 

Beweis, 

> * 

\ 

Es ist MB>:BF=FB;BR 

bl( 

also BF*=>CK.BR 
folglich EC*:BF 2 y=EC*:CR.BR 
AECG;ABGF\ . 
Nun ist AECG: AEDH = CE a .ED* 

. _ _ 

mithin DCGH AECG= \CE*-ED*/:CE* 



E a — ED a |:< 
RC.CD \ 



somit DCGH:ABGF = RC.CD;CK.BR 

= tCDhBR 

M 
=-PB;BQ 

* 

Zusatz. 

Verbindet man auch den zweiten Durchschnitt F* 
des Kreises und der Linie AB, oder ihrer Verlänge- 
rung, mit E durch die gerade Linie EF', welche der 
verlängerten CB in G' begegne, so ist 

BF'2=CR.BK 



also EC a :BF'*V=EC 2 ;CK.BR 
AECG:ABG'F'( 
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Aufgabe I. 

Nun ist AECG':AEDH'=EC 3 :ND* 



folglich DCG H': AECG'= VCE 2 — ED 2 i :EC*, 

/KCCD ( 



mithin DCG'H':ABG'F'=KC.CD.CK.BR 

= iCD/:BR 



« pq. 

Demnach ist die Linie EF' eine zweite Linie mit 
der gegebenen Eigenschaft. 

% Algebraische Behandlung. 

Bezeichnet man den Werth von CD mit a, von ED 
mit b, von BF mit x, 

so ist AECG: AEDH = (a +l>) a ; b* 

also AECG:DCGH=(a+b)*:U*+2ab 

ja(a+2b) 

' Da DCGH:ABGF=p:q 

so ist AECG:ABGF| =-(a + b)*:a(a+2b)' 

(a+b) J | =-(a+b) a :a(a+2b), wenn 

r 

p:q=a:r ; 
=(a + b)2; r (a4-2b) 

folglich x a =r(a-n2b) 
mithin x = ± i/r(a+2b) ( 

Zusatz 

Da die Algebra zwey, einander absolut gleiche, 
mit den Zeichen ^ versehene Zahlwerthe für die ge- 
suchte Linie BF angiebt, die Geometrie aber zwey der 
Lage nach entgegengesetzte Linien BF, BF' construirt, 
welche der Aufgabe Genüge leisten, so drückt, wenn 
BF als der positive Werth von x angesehen wird, BF' 
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6 Aufgabe, 11. 

den negativen ans. Was also geometrisch betrachtet 
sicli als den Gegensatz der von dem Punkte B aus in 
entgegengesetzten Richtungen gezogeneu geraden Linien 
darstellt, deutet die, Algebra durch den Gegensatz der 
Zeichen + an * 

Aufgabe II. (Fig. 2.) 

Eine gegebene gerade Linie AB in zwey Segmente 
AG, CB zu theilen, dass die Summe der Quadrate der- 
selben dem Quadrate meiner gegebenen geraden Linie, p 
gleich sey, 

1. Geometrische Behandlunng. 

A na 1 y s i s. 

Es sey C der gesuchte Punkt, so ist, wenn ACD=R, 
DC=CA genommen , die gerade Linie AD gezogen, 
und bis zu dem in B auf AB aufgerichteten Perpendikel 
BE verlängert wird, AC:CD^=AB:BE, 

also EB=BA, 

mithin ist der Punkt E nnd die Linie AE der Länge 
nach gegeben. 

Auch ist DC^CA* 

s«mit DC 2 + CB 2 j =-AC*+CB* 
BD 2 (^p* 

folglich Br>=p. 
Demnach liegt D auf dem Umfange eines aus B als 
Mittelpunkt mit einem Radius = p beschriebenen Krei- 
ses. Da er auch auf der geraden Linie AE liegt, so 
ist D somit C gegeben. 

G o n s tr uc ti o n. 1 
Man errichte in B auf der Linie AB ein Perpendi- 
kel EB=B A , ziehe die gerade Linie AE, beschreibe 

* 
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. Aufgabe II. 7 

aus B als Mittelpunkt einen Kreis mit etnenr Halbmes- 
ser «p, welche die Linie AE in D erreiche , und falb 
von D auf AB das Perpendikel DG, so ist C der ge- 
suchte Panik 

Determin a t i o n. 
Damit der Kreis die Linie AE erreiche , rauss 

P< |ab} Qnd P> BH sejn, 'wenn Bit perpeodikalar 
auf AE gefällt wird 1 . 

Nun ist BAH-JR 

=ABB 



also AH=HB 
folglich 2BHäAB* 
mithin BH a =JAB* 

also muss p*>§AB* »eyn. 

Beweis* - ... - 

■ 

Es. ist p*=* f$AB*, nnd p<cAB 
^IBH* |BE> 

also p^BH 

folglich berührt, oder schneidet den Kreis, die Linie AE. 
es in dem Punkte D, 
so ist EB:BA=.=DC:CA 

i ■ . • 



■ 

mithin DC=CA 



somit DC a =CA a 



demnach DC a +CB a ) *AC; a +CB*. 

BD* 

P* 
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8 Aufgabe IL 

■ 

Zusatz. 

Es erhellet von seihst , dass es im Fall der Be- 
rührung des Kreises und der Linie AE einen einzigen 
Pankl auf der Linie AB im Fall des Durchschnitts ei- 
nen zweiten mit der gegebenen Eigenschaft giebt. Auch 
bestimmt der Halbirungspunkt R der Linie AB eine 
kleinere Qaadratsegmentensumme, als jeder andere Punkt 
derselben Linie, und jeder dem Punkt K. näher liegen- 
de Punkt eine kleinere als der entferntere. 

w 

2. Algebr. Auflösung. 

Bezeichnet man, um die Aufgabe algebraisch auf- 
zulösen , die Linie AB mit a, die Entfernung des ge- 
suchten Punktes C von dem Halbirungspunkt K. der 
Linie AB mit x , so ist BC^Ja-f-x, AC = |a— x, also 
soll nach den Bedingungen der Aufgabe werden 

C2a + x)* + Ga--x)*)= p* 
1*1+ ax + x* + i a*— a x + x*[ 
£a*+2x* 



folglich x«» P ^-^ 



mithin x=±^P|zif! 

Wird AC mit y, also CB mit a— y bezeichnet > 
so soll y 5 +(a — y3))=r 



y 2 + 2a'— 2ay+y' 



also 2y 7 — 2ay = p*— a 2 

p 7 — a^ 

folglich y3— ,ay=- 



mitbin y 7 — ay+£a 7 =i 
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2 

-T- 

somit y = l** V ?EEl wcrden - ■ 
Die Werthe von x^ + ^ P 1 bezeichnen offen- 

bar keine anderen Linien, als die Linien CK, 'CK, 
mithin liegen die Linien in gerade entgegen gesetzter 
Bichtang, welche die Algebra durch die Zeichen ^ 

unterscheidet. 

Zusatz. 

Die Werthe von y^a +/ FH» a > welche bei *» 

2 

positiv sind , bezeichnen die Linien AC , AC , also 
liegen die mit dem Zeichen + behafteten Linien in 
einerley Richtung. 

Aufgabe III. (Fig. 3.) 

Durch einen gegebenen Kreis FEM eine gerade 
Linie FEH, einer gegebenen geraden Linie BA parra- 
lel , zu ziehen , dass die Sehne FE zu dem zwischen 
dem Punkte E und der gegebenen geraden Linie AC 
liegenden Segmente EH in dem Verhältnisse der gege- 
benen geraden Linien p, q stehe. 

Algebr. Auflösung. 

Es sey FEH die gesuchte Linie, sey von des Krei- 
ses Mittelpunkte K ein Perpendikel KB auf die Linie 
AB gefallt, welches der Linie AC in C begegne, und 
sey CE gezogen , welche in ihrer Verlängerung der 
Linie AB in D begegne, 
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io - Aufgabe HL 

so ist GE:EH|=|FE:l!:a 

also BD-hDAhBD=|p^q:|p 
AB > 

a ) , wenn AB=a geseUt wird , 

also BD = * P a 

=-=d zur AhlüJr&iaig. ' 
IVan ist CG:GE=jCB:BD 

folglich CG*:GE'=CB*;BD 2 
d. i. (b+x) 2 :r 2 — x 2 =sc 2 :d 2 wenn CK=:b, RE^r, 

CB=c, KG=x gesetzt wircL 

mithin r 2 — x 2 ä— (b + x) 2 
' c 2 

d 2 

=t= -(b 2 -4-2bx-*-x 2 ) 
e 2 



d a d 2 d 2 

somit r 2 -b a = x 2 +--x a + 2b--x 

c 2 c 2 c 2 

c 2 +d 2 ^ rtl d 2 

= x*-t- 2b—x 

c 2 c 2 



% c 2 f d 2 , d 2 

demnach-- — — l r 2 -b 2 J=x 2 + 2b -r—r-x 

c 2 -+-d 2 ^ c 2 ' c 2 +d 2 

|12 ,14 |J4 rl- 

alsox* + 2b-~— x4b a =b a — 1 Cr* b a ) 

a,s " T -< c »+d* (c a *d a ) a (c a +d a ) a + c a +d a ^ c a ' 



folglich x=-b— + ^ _d 1 _ ^ d_ a 

Ct (c a +d a ) a c»TP c' b) 
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Aufgabe HL x n 

Zusatz 1. 
Die Werthe von x sind nur dann möglich, 
d 4 c a =/ c* d 2 

(c*+d 2 ) 2 c 2 + d 2 >Jc 2 + d*c a 

» d* 

b 2 



d 4 

mitbin b 2 r-c 2 r 2:=s d 2 b 2 

c 2 +d 2 > 



demnach c 2 r* (d 2 b 2 ft 

> I \ c 2 + d*' 

d 2 b*c* 

c^d 2 "* ; 



a =» ' d 2 b 2 
somit r 2 . 



c 2 + d 2 



also r 2 :b 2 ] = fd 2 :c 2 -»-d 2 
d. i. MK 2 :KC 2 



BL*:LC 2 



1ßD 2 :DC 2 , wenn die Tan- 
gente CM an den 
Kreis gelegt wird ; 
, wenn man die 
Tangente bis zum 
Durchschnitt mit 
AB Terlängert; 



folglich BL»:f LC»-BL» I ^»BD^jDC* —BD* 

j CB * j> j CB* 



mithin LB — ( BD 

) — — a 

somit af ;LB «t,..,..!» 
ABl <5P + 1iP 
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Aufgabe III. 



demnach AB— BLULB-q: {p 
AL J 



also ALt2LB < q:p 

< 

folglich p:q<2BL:LA. 
Znsatz 2. 

' i 

Von den Wertben von x ist der eine immer ne- 
gativ, der andere wird positiv, oder «o, oder negativ f 

je nachdem > i a 

r*=-b* 



also r— -b 



folglich r:b\> i d:c 

OK:KC/ Ä jDB:BC v weon OK ein a*f 

CK perpendikular 
stehender Halb- 
messer ist; 
J*B:BCJ wenn die Ver- 

längerung von CO 
der Linie AB in N 
begegnet ; 



mithin NB=BD 



somit AB:BIW AB:BD 
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Aufgabe HL a5 



demnach AB 

AN 



VN J > 



< 

also AN:2NB=rq:p 



folglich p:q^2BN:NA. 
> 

Geometrische Behandlung. 
Analyst s. 

Es sey FH die gesuchte Linie, so ist, die, vori- 
ge Vorbereitung und Bezeichnung vorausgesetzt , 

BD:DA=GE:EH 
=|FE;EH 

= *P ; <I 

also ist, da die gerade Linie AB gegeben ist, der Punkt 
D, somit die gerade Linie CB gegeben. 

Construction. 
Man falle von dem Mittelpunkte K des gegebenen 
Kreises das Perpendikel KB auf die Linie AB, verlän- 
gere dasselbe bis zum Durchsebnitt mit der Linie AC, 
theile AB in p in dem Verhältnisse von Jp:q, verknüpfe 
die Punkte C , D durch die gerade Linie DC , welche 
dem Kreise in E begegne , und lege durch E die Linie 
FII der Linie AB parallel , so ist dieselbe die gesuchte. 

Determin ation. 

Damit CD den Kreis erreiche, muss, wenn CL den 
Kreis in M berührt, 

DB^BL seyn 
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i4 Aufgabe 1JL 



also DB:BA < LB:BA 



folglich DB: i AB— BD H~LD:UB— BL 
I DA ( | LA 

Jp-q ( 

■! 

« 

mithin p:q~2BL:LA. 

B e w e i s. 
Es ist p:q~2BL:LA 

• 

also DB^BL, wie aas der Petermi- 

natioti hervorgeht; 
mithin erreicht die Linie CD den Kreis in einem Punkte 
E. Und es ist GE:EH=BD:DN 

i , S 

also 2GE1:EH= p:q. 

FEI - ' ' 

Zusatz 1. 

Die gerade Linie berührt y oder schneidet den Kreis, 
je nachdem DB~BL, also p: q = 2BL:LA. Es giebt also 

eine einzige Auflösung, oder eine zweite durch die^ 

Linie F'G'E'H'. 1 

Zusatz 2. 

Der Punkt G fällt auf die Verlängerung von CK, 

oder in K , oder auf CK selbst , je nachdem, wenn KO 

ein anf CK perpendicular stehender Radios und die ge~ 

< 

rade Linie CON gezogen ist, BD=BN, 



- 
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Aufgabe IV. 



also DB:BA=NB:BA ist, 



folglich BD:#AB- BDn^NBijAB— 
\ DA ij> { AN 



BN 

*p:q 

< 

somit p:q = 2BN:NA. 



Zusatz 3. 

Die Geometrie construirt eine Linie , oder zwey 
mit der gegebenen Eigenschaft , wenn die Algebra einen 
Werth, oder zwey für die unbekannte Linie darlegt. 

Zusatz 4» 

Die Geometrie legt den Punkt G auf die Verlänge- 
gerung von CK, in den Punkt K, zwischen die Punkte 
C, K, je nachdem die Algebra den Werth von KG 
positiv, ~o, oder negativ bestimmt. 

Zusatz 5. 

Der von der Algebra unter allen Umständen nega- 
tiv gefundene Werth von x wird von der Geometrie 
immer in die entgegengesetzte Richtung mit demjeni- 
gen , welchen die Algebra positiv nennt, gelegt, 

i 

Aufgabe IV. 

In ein gegebenes Dreieck ABC ein Rechteck DEFG m4 
zu legen, dessen Flächenraum dem Quadrate der gege- 
benen geraden a gleich sey. 

Algebraische Auflösung, 
Es sey DEFG das gesuchte Rectangel, so ist, wenn 
AH perpendikular auf BC gefällt wird , 
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i6 Aufgabe IV. 

» BD:DG=-BA:AH 

AD:DE=AB:BC 



also AD.DB:Et).DG==AB a :IAH.BC 

lAB.CO 



= AB:CO 

Ist P der Hplbirungspunkt von AB , und setzt man 
PD=x, so ist AD=JAB-x, BD=§AB+x , 

also Ä D.DB =JAß*— x* 4 

folglich JAB*— x a :(ED.DG|— AB:CO 



j£D.DGl = 



AB 

mithin |AB* - x 2 =— a* 



AB 

somit JAB* — — a 2 =x a 



demnach JS=2 V *AB*- AB 



CO* 



Zusa tz 1. 



Damit die Werthe von x möglich werden , 

=AB 

mnss JAB 2 > -^^a a seyn. 



also £AB.COI= a*. 
|AABC1> 

Zusatz 2. 

Die Algebra zeigt eine , oder 2 Auflösungen an , 
je nachdem J A ABC Ä a a ist. In dem ersten Falle fällt 

der Punkt D in den Punkt P , im zweiten werden die 
Entfernungen der Punkte D von P durch absolut gleiche, 
aber mit entgegengesetzten Zeichen versehene Werthe 
yon x angedeutet« 
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'Aufgabe IV. 17 

Zusatz 3. 
"Würde matt BD = y setzen , so wäre 

7=iAB+V*AB»-~.». 

AB 

Man erhielte also, wenn nicht jAB a = a a ) zwey 
einander ungleiche positive Werthe von y. 

Geometrische Beh&ndlütig» 

Analy st s. 

Es sey DEFG.das gesuchte Rechteck, so ist, Wie 
oben, AB.DB : ED.DG=AB a : AB.CO. Da ED.DG* AB*, 
AB.CO gegeben sind, so ist AD DB, und weil AD+DB 
gegeben ist , der Punkt D gegeben* 

. C onstrU et i om 

Man fälle von C auf AB das Perpendikel CO, zie* 
he durch A die Linie LK^JiCO, die Linie CL^jiAB, 
mache RA=AL, beschreibe über BR einen die Linie 
AK in K schneidenden Halbkreis, nehme AQ=a$ ziehe diö 
gerade Linie KR, derselben die Linie QM parallel , lege 
durch den Durchschnitt M -der Linie Q1M mit AK die 
Linie MN^AB, beschreibe über AB einen Halbkreis, 
Welcher die Linie MN in N erreiche, faÜe tort'IV ein 
Perpendikel WD auf AB, tind ziehe die Linien DG, DE 
den Linien AH, BC , wovon jene auf dieser perpendi« 
kular steht, parallel, mache auch EFauf BC perpendikular, 
so ist DEFG das gesuchte Rechteck. 

De te rm i n a t i o n. 

■ 

M 

Damit der Kreis der Linie MN begegne * 

muss AM = 5-AB seyn - } 
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18 Aufgabe IV. 



also AM*~£AB* 



folglich AM*:t a* J\ = jAB*:a* 

KA*:AR2 
AB 2 :AK a 
£AB*:t|AB.COf 



AABC( 



JAABC~a*, 

Beweis. 
Es ist 5AABC^a»(Det> 

■ 

also AM ™ £ AB, 

wie aus der Determination hervorgehet. Also berührt, 
oder schneidet der Kreis die Linie MN. Ferner ist 

MA*:AQ a ) = KA* :AR* 
ADJDB:a* j=BA*:fAK* 

IAH.BC 
= AD.DB:ED.DG (Anal.) 

folglich AD.DB=a*. 

Zusatz 1. 

Die Geometrie giebt eine, oder zwey Auflösungen, 
je nachdem der Kreis die Linie MN berührt , oder 
schneidet , d. i. je nachdem JAABC^a*. Im ersten 

Fall fällt der Funkt D in den Punkt F, im anderen fal- 
len die Punkte D auf die beiden Seiten des Punktes 
F in gleichen Entfernungen von demselben. 



t 
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Aufgabe V> ig 
Zusatz 2. 

Die Linien, welche die Algebra durch die Zeichen -f. 
— - unterscheidet, sind ohne Zweifel die auf beiden 
Seiten des Punktes P einander gleichen Linien PD* PD'j 
und beide Punkte Dj D' bestimmen eine Auflösung in 
dem Sinne der Aussage, jener durch daslftechteck DEFGj 
dieser durch das Rechteck D'E'F'G'. 

Zusatz 3. 

Die Linien, welche die Algebra als positive Liniert 
bezeichnet, wie die Werthe von y = BD , BD', werden. 
Ton der Geometrie von einem PudJ^ä ^6a in einerlei 
Richtung gelegt. 



Aufgabe V. (J0 g . 5.) 

Zwey Lichter , A, B , welche in einer Entfernung 
Von a Fuss von einander stehen, leuchten, das £ine* 
A , mit einer neunmal so grossen Stärke/als das andere* 
B. Man fragt, welcher Punkt der geraden Linie AB 

von beiden Lichtern gleich stark beleuchtet werde. 

#• 

Algebraische Auflösung. 

Bezeichnet man die Entfernung des gesuchten Punk- 
tes C von A durch x, also die Entfernung desselben vort 
B durch a — x, so muss aus optischen Gründen seyn 

9 1 * 



; r 



also 9 



i 
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ao Aufgabe V. 

- 

folglich 1 3=^ 

mitbin entweder 3a— 3 x = x, oder — 3a+3x.=» x 

1 '. 

folglich entweder 3a « 4 X > 0< * er — 3a == — * 2* 
somit J a = x , oder | a = x. 

Würde man die Linie BC durch y, also AC durch 
a— y bezeichnen , so müsste die Gleichung statt finden 

* 9 1 



(a-y) 



af80 9 -(^)* 
folglich *3=^ 

y 

mithin entweder 3y *= a— y, oder — 3ys*a — y 



also 4y = a, oder 2j * — a 



folglich y ss Ja, oder y s* _ *a # 

■ 

Geometrische Behandlung. 
Analysis. 

Es sey C der gesuchte Punkt, so wäre 
AC a :CB 3 = 9:l 



also AC : CB , somit m der Punkt G 
^ gegeben. 
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Aufgabe* V. av 

C on str uction« 



Man lege unter einem beliebigen Winkel die Linie 
AD an AB, nehme AD =c 9, DG=; 1 , beschreibe über 
AG als Durchmesser einen Kreis, errichte in D die 
Sehne pE' perpendikular auf AD , nehme FD =DE, 
FD <=* DE', ziehe die geraden Linien FB, FB, und 4ie- 
sen parallel die Linie DC, DG', so sind C, C die ge- 
suchten Punkte. * 



Beweis. 
Es ist AC:CB=* ADsJDF 



fDEf 



also AC* : CB* = AD» : 1 DE» 

1 AD.DO 
«AD: DG 

Eben so igt AC':CBr =AD: JDF* 

)DE' 



also AC' 3 :C'B» =AD»:JDE* 

« AD.DG 
a AD: DG 

■ 

* 

* ■ 

Zusatz, 

Die Geometrie construirt die Linien AC , AC, 
Welche die Algebra durch -4-|a, lfa ausdrückt , 
▼on dem Puocte A aus in einerley Richtung , hingegen 
die Linien BC , BC', welche die Algehra durchs 4- Ja, 
— Ja bezeichnet , von dem Punkte B ans in entgegen- 
gesetzten Rieh tu ngen. *i 
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<aa Aufgabe VI. 

m 

■ 

Aufgabe VI. (Fig. 6.) 

Auf der gegebenen geraden Linie AB, oder ihrer 
Verlängerung einen Punkt D zu finden , so dass AD za 
der Entfernung dieses Punktes von dem Endpunkte G 
des in B auf der Linie AB aufgerichteten Perpendikels 
BC,, dessen Länge gegeben ist, in dein Verhältnisse 
5: t "stehe/ 

* 

i 

Algebraische Auflösung, 

1. Setzt man zur Bestimmung des Punktes D die 
Linien CB = b , BD = x , AB ^= a, also AD = a — x , so 
erfodert die Aufgabe, dass 

a-x= 2v^(b a +x 2 ) werde, 
also a* -2ax+x a = 4b a + 4x a 



folglich a>-4 b a = 3iH2ax 

; 



a a -4b a 
mithin — — = x*-*-fax 



jomit l a*-(- — I — a)» 



a* -4 b* 
3" 

#(a>-3b*). 



1 

, demnach x =» — Ja + % i/(a*— 3 b*). 



"3>* ' Zusatz 1. 

Xfcimit der Werth von x möglich werde, muss 

a2 > «eyn. 
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• > 

Zusatz X 

Der erste Werth von' x wird positiv, oder =» o, 
oder negativ, je nachdem 

< 



< 

also |a3 Ä Ja 4 - fb» 



< 

folglich f b* = $ a* 



mitbin 4 b* =« a* 



somit 2 b a a ist. 

2. Setzt man AD =•= y , also BD « a- y, folglich 
DC 2 = _(a^~y)*H-b 2 , so muss, damit der Aufgabe Genü- 
ge geschehe, seyn y a =4^( a "~ v ) a+ b*^ 

* 4 a*— 8ay-h4y*-h4b* 
demnach — 4 ( ft2 + D *) === 3y a — 8ay 



also — f (a*H-b*)=c: y*-| a y 

folglich V a *~ # (a 2 -f-b*) ) =- (y-f a)* 

fa*-fb* ( 
#ia*-3b*) 



i 
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*4 Aufgabe Vt. 

mitbin *a +■ | ^(a*— 3b a j = v. 
Zusatz. 

Beide Werthe von y sind, so lange die Aufgabe 
möglich ist, pqsitiv. 

« i 
* i 

Geometrische Behandlunng. 

A n a 1 y s i s. 

Es sey P der gesuchte Pankt, also AD: DC =sr2;l , 
so ist, wenn BL der Linie DC parallel gezogen,- and 
bis zum Durchschnitt mit der verlängerten geraden 
Linie DC verlängert wird, 

AB : BL = AD: DC 

* 

= 2:1; 

also ist BL der Länge nach, und weil sie an die der 
Lage nach gegebene gerade Linie AC gezogen ist, auch 
der Lage nach, mithin die gerade Linie CD der Lage 
nach, somit der Funkt D gegeben. 

» 

Construction. 

Man halbire die gerade Linie AB in M , beschreibe 
aus B als Mittelpunkt einen Kreis mit einem Radius 
= BM, und verbinde den Punkt L, in welchem der 
Kreis die gerade Linie AG , oder ihre Verlängerung 
erreichtj, mit dem Punkte B dnrch die gerade Linie BL» 
so ist, wenn die gerade Linie CD der Linie BL paral- 
lel gezogen wird, der Durchschnitt D derselben mit 
AB, oder ihrer Verlängerung , der gesuchte Punkt. 
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Determination, 

Damit der Kreis die Linie AC erreiche, muss, wenn 
da» Perpendikel BK auf AC gefallt wird , 
N ' BMl= BK seyn ; 

|AB» 

r 

also § AB.AC = f AC.BK 

^AB.BQ 



folglich AC > 2BC 
j 



mithin ACH- 
AB*-*-BC* 



f~ 4 BC* 



somit AB* ~ 3 BC*. 



Beweis. 
Es ist AB*~ 3BC 2 (Det.) 



also AB*+BC a l = 4 BC* 
AC* J> 

folglich AC ^ 2 BC 



mithin JBA.AC =IAB.BC 

>IAC.BK 

■ somit | AB( sr ßK 5 

BM \ > 

demnach berührt , oder schneidet der Kreis die 
Linie AC. 
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Geschieht es in L, so ist AD:DC= AB:tBL 

/ 

Zusatz 1. 

Im Fall der Berührung der Linie AC darch [den 
Kreis giebt es eine einzige Auflösung , im Fall des 
Scheidens zwey Auflösungen der Aufgabe. 

Zusatz % 

Ist AB<2BC, also Mß<BC, so fallen die Punkte, 
in welchen der Kreis mit der Linie AC zusammen 
kommt, zwischen A, C , also die Punkte, welehe die 
Aufgabe auflösen, auf die Verlängerung von AB. Ist 
AB = 2BC, also MB = BC, so fällt der eine Durch- 
schnitt mit C zusammen , der andere liegt zwischen 

A, K, also liegt der eine der gesuchten Punkte in 

B, der andere auf der Verlängerung von AB. Ist AB 
>2BC , alsoMB>BC, so fallt der eine Durchschnitt 
auf die Verlängerung von AC, der ainlere auf AC, 
mithin liegt der eine der gesachten Punkte zwischen 
A, B, der andere auf der Verlängerung von AB. 

Zusatz 3. 

Die Algebra und Geometrie stimmen auf das ge- 
naueste mit einander überein. Unter denselben Bedin- 
gungen , unter welchen die Algebra einen , oder zwey 
Werthe für die gesuchte Linie aufstellt, giebt die Geo- 
metrie eine, oder zwey Auflösungen. 

Zusatz 4« 

Die Geometrie construirt die geraden Linien, wel- 
che die Algebra durch die Zeichen + — unter&chei« 
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det , in Richtungen , welche von einem Ponkte aus 
genommen einander gerade entgegengesetzt sind. Die 
Linien hingegen, welchen die Algebra dasselbe Zeichen 
leiht , wie AD, AD', construirt die Geometrie in der- 
selben Richtung. 

Zusatz 5. 

• * 

Der negative Werth von x löset die Aufgabe in 
demselben Sinne auf, in welchem der positive sie auf- 
löset. 

Zusatz 6. 

Die oben gefundenen Werthe von y erhält man 
auch dadurch , dass man die Werthe von x von a ab- 
zieht. Es ist nämlich a-(-Ja + f i/(aMb a ))= fa 
-| i/(a 2 - 3b a ). Daraus gehet hervor, dass man, um 
die Entfernung der Punkte A und D' zu erhalten, wenn 
AB=a gesetzt, und BD' durch das Zeichen — ausge- 
drückt wird, von a den Werth von BD' abziehen , nicht 
aber dazu addiren muss, 

* 

-- 

4 

i 

1 

Aufgabe VII. (Fig. 7.) 

Eine gegebene gerade Linie Aß = a in zwey Seg- 
mente AC, GB za theilen , dass das Rechteck aus den- 
selben dem Quadrate der gegebenen geraden Linie b 
gleich sey, 

Algebr. Auflösung. 

1. Es sey D der Halbirungspunkt von AB., G der 
gesuchte Punkt, DG=cx, so muss seyn 

1 a a — x. 2 = b a 



1 
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also i s = ia»-b' 

■ i i ■ ■ - > 

folglich x=± Vi Ja*— h*), 

2. Setzt man AC =7, so muss seyn 

y(a-y)> = b* 

mithin y*~ay+{a a £a 3 — b s 

somit y = Ja + ^(fa*— b a ). 

Geometrische Behandlang. 

Man beschreibe über AB einen Halbkreis, richte 
in dem Mittelpunkte D den Halbmesser DE perpendi- 
kular auf AB auf, nehme auf demselben DH*b, 
ziehe HK#AB, Und fälle von dem Durchschnitte R der 
Linie HK mit dem Halbkreise ein Perpendikel KC auf 
AB , so ist C der gesuchte Punkt. 

D e te rmi n at ion. 

=t= (de 

Damit HK dem Kreise begegne, muss b ) seyn. 

^ (x AB 

« 

Beweis« 

Es ist b-|i AB 
< /DE, 

also berührt, oder schneidet die Linie HK den Kreis. 
Geschieht es in K, so ist AG. CB « CK* =s= DH* = b*, 
folglich ist C der gesuchte Punkt. 

Zusatz 1. 

Es giebt einen Punkt C mit den gegebenen Eigen« 
Schäften, oder einen zweiten, je nachdem der Kreis 
berührt, oder geschnitten wird, 

t 

I • 
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Zusatz 2. 

- 

Die durch x =» ^(Ja 2 — b*) bezeichneten Linien 
sind die einander gleichen Linien DC, DC'. Die durch 
y = J a a*— b a ) angedeuteten Linien sind AC,AC. 

Es liegen also die durch die Zeichen (-*-—•) unterschie- 
denen Linien von einem Punkte aus in gerade entge- 
gengesetzter, die mit dem Zeichen -4- behafteten in 
eineriey Richtung. 

Zusatz 3. 

Es isty =!a±i/(Ja a -4>*)=!a-(^ v/(£a*— b*)) 
Ist also DG' mit dem Zeichen (-•-)* DC mit dem Zei- 
chen (— ) versehen, so erhalt man den Werth von AC' 
nicht dadurch , dass man den Werth von DC' zu dem 
Ton AD addirt, sondern dadurch, dass man den von 
DC von dem von AD abzieht. 



»Aufgabe VIII. (Fig. 8.) 

Auf einer gegebenen geraden Linie AB einen Punkt 
C zn finden, dass die Entfernung desselben von dem Punk- 
te B die mittlere geometrische Proportionallinie zwischen 
seiner Entfernung von dem Punkte A u. der Linie AB sey. 

Geometrische Behandlung« 
A nalysis. 

Es sey der Punkt C so gefunden, t \ . 

dass AB : BC = BC:CA 



so ist BA.AC ae BC* 
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also BA.AC + AB.BC^iBC*-*-AB.BC 

AB» \ j(AB+BC)BC; 
folglich ist BC der Grösse nach , mithin der Punkt C 
gegeben. 

^ C o n s t r u c t i o n.] 

i 

Man beschreibe über AB das Quadrat ABDE, hal- 
bire die Seite BD in K, beschreibe aus K als Mittel- 
punkt einen Kreis mit einem Radius = KA, welcher 
die verlängerte DB in F schneide, und mache CB=BF, 
so ist G der gesuchte Punkt* 

i 

B ewe is« 

» 

* 

Es ist DF.FB+BK»== KF» (El. Ii. 6.) 

= KA» 

= AB»+BK* 



folglich DF.FB|=AB* 
(AB4-BC)CB( 

mithin BC» = AB» — AB.BC 

= BA.AC 



somit AB:BC = BC : CA. 
Zusatz. 

Nimmt man den zweiten Durchschnitt F' des Krei* 
ses und der Verlängerung der Linie BD, so ist auch 

DF\F'B+DK»=KF» 

= RA» 
= AB»-+-BK» 



also df.f b; ä AB» 

(BC'—BA) BC'j f wenn C'B = BF ge* 

macht wird ; 



Digitized by Google 



Aufgabe V11L \ Si 

folglich BC 2 = AB*+AB.BC 

== BA.AC' 

mithin AB:BC = BC'iC'A ; 
demnach ist auch auf der Verlängerung von AB ein 
Punkt C gefunden worden, welcher eine Linie BC mit 
den gegebenen Eigenschaften bestimmt. 

Algebr. Auflösung. 

Bezeichnet man die Linie BC mit x, BA mit a, 
also AC mit a — x , 

so ist x* = a (a — x) 
also a 2 -h;»x = a^ 



folglich x^H-ax-hJa^ = Ja^ 



mithin x + J a «* * |/($ a3) 



somit x = — |a^ V(|a2). 
"Zusatz 1. 

Da die Werthe von x nur die Linien GB, CB' be- 
zeichnen können , so liegt wieder der negative mit dem 
positiven in gerade entgegengesetzter Richtung, und die 
Linien FR, F'K sind die durch die Werthe + V\ a* 
bezeichneten Linien, welche einander entgegengesetzt 
liegen. 

Zusatz 2. 

Bezeichnet man AC durch y y so erhält man, un- 
abhängig von obiger Rechnung , die Gleichung 

ay = (a-y)* 

Äa *-2ay-Ky3 
also ~a* = y*— 3ay 
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folglich Ja»— a'> = (y - § a)> 
|aJ j 

- ■ ■ ip 

mithin y = |a* 

*=a— (— fa" v/fa*. 
0 

Gleichwie man , um die Linie AG zu erhalten , die 
mit dem Zeichen (+) behaftete Liniö BC « §a-+- 
|/|a a ) von AB abziehen muss , so hat man, Wenn den 
Vorschriften der Algebra Geniige geschehen soll , um 
die Linie AG zu erhalten, die mit dem Zeichen (— ) 
versehene Linie BC' von AB abzuziehen« 

Anmerkung. 

Um zu zeigeti, dass es zu Absurditäten führe, 

wenn man zwey durch die Zeichen (h ) von einander 

unterschiedene Linien immer in Richtungen, welche 
von einem Punkte aus eufttncler gerade entgegenge- 
setzt liegen , suchen wollte, sucht Garnot, in dem 
discours jWliraTnaire der Geometrie de Position , in detf 
Gleichung für den Kreis, y a =±s 1 ax— x 2 , den Werth 
von y = t/2ax~x*, für x = a. Er findet y =*= ^ a, 
und fügt hinzu, dass, wenn AK=+a, Rß = — a ge* 
setzt werden sollte, der Werth ?on AB = +a+(-a) 
= o seyn müsste. 

In den Zusätzen zü Aufgabe 6. 7. 8. liegt der Be- 
weis dafür, dass, wenn KB = — a, AR= + a gesetzt 
wird, der Werth von AB nicht dadurch gefunden wird, 
dass AKä + a, KB = — a zu einander hinzugefügt wer- 
den, sondern dadurch, dass man sie von einander abzieht. 
Es ist AB=c + a— (— a)= 2 a. 
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Aufgabe IX. (Fig. 9.) 

■ 

Einen Kreis zu beschreiben, welcher die Schen- 
kel eines gegebenen rechten Winkels E AD, «od Milien 
aus der Spitze A der rechten Winkels, als (Mittelpunkte, 
ihit gegebenem Radius EA beschriebenen Kreis berühre: 

# 

Geometrische Auflösung. 
A n a i ys is. 

Es sey O der Mittelpunkt, OC der Radius des ge- 
suchten Kreises, so ist, wenn man die Perpendikel OC ; 
OB auf die Schenkel AB , AC fallt , BÖ = OC , als* 
halbirt AO den Winkel BAC, mithin ist AO der Lage 
nach gegeben. Ferner ist wegen der gegebenen Wir»^ 
kel des Dreieckes AOG dieses Dreieck der Art naclr 

i OC 

gegeben, also AO:J gegeben, folglich, da AG der 

|OG 

Lage und Grösse nach gegeben ist, der Punkt Ö$ so? 
mit der Radius OC gegeben. 

Construc t i o n # 

* • » • • 

Man halbire den Winkel DAE durch d en Radiui 
AG, fälle von G ein Perpendikel GlI auf den Schen- 
kel AE, und ziehe deii Endpunkt D des anderen Schen- 
kels mit Ii durch eine gerade Linie zusammen, 50 ist 
derDurcbscbnilt O der Linien AG 11. DU der Mittelpunkt; 
und d*s auf AE gefüllte Perpendikel ÖC der Radius 
des gestiebten Kreises. 

Da O auf der Hätbiruhgslinie des Winkels PAE 
liegt, so ht OAC ^ ÖAB, also ist BO ^ OC, wenn OB- 
OC Perpendikel auf AB, AC sind, und der Kreis be- 
rührt die Schenkel in B, C. 

* - 

3 
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Da AO:OC «rfAGl :GH 

IAD! 

AO:OG 



so ist OC = OG ; 

mitbin lauft der Kreis, welcher O zum Mittel punkte 
hat , durch G , und berührt in G den gegebenen Kreis« 

Zusatz. 

Zieht man den anderen Endpunkt K des Durch- 
messers DK des gegebenen Kreises mit H durch die 
gerade Linie KH zusammen , und verlängert dieselbe 
bis zum Durchschnitte O' mit der verlängerten AG , so 
ist auch O' der Mittelpunkt , und O'C' oder O'B' , wenn 
diese Linien auf den Schenkeln des gegebenen Win- 
kels perpendikular stehen , der Radius eines, jene Schen- 
kel in B , C , und den gegebenen Kreis in G berühren- 
den , Kreises, wie von selbst erhellet. 

Algebraische Auflösung. 

Es sey GOl = x 
OC) 



so ist AO* =»2x* 
also AO = i/2x 4 

folglich k2x j +x =*= AG 

ät r, wenn der Radius = r 
gesetzt wird; 

mithin /2x a = r— x 



somit 2x* => r 2 — 2rx+x* 



demnach x a «f 2rx =» r a 
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» 

also x 2 + 2 rx-Hr a =r ir 2 

folglich i = — r + &/2r^ 
== — r*ri/2 
= r(-lt»/2); 

Zusttz 1. 

Es hat* zweyWerthe, indem x entweder =4- rf— 1 
V 2) oder = -> r(l k 2) ist, wovon jener Werth den oberi 
gefundenen Radius GO, dieser den Radius GO' bezeich- 
net. Beide liegen einander entgegengesetzt, gleich wie 
die Algehra ihnen die entgegengesetzten Zeichen bei- 
legt, und beide lösen die Aufgabe im Sinne der Aus- 

> 

sage auf. Ein Beweis, wie nothwendig es ist, die ne- 
gativen Werthe der Wurzeln nicht ausser Acht zu 
lassen. 

Züsatz 2« 

Setzt man AÖ= y, also OC*= *y* 

■ • - 

folglich OCi^ v Jy* 
ÖGI 

* 

mithin AO+OG» = y+ V \ j* 
r i 

somit (r— y)*i = §y* 

r 2 ~2rv + y a j 

• > 

demnach 2r 2 — Z|ry-i-2 y* = y* 

■ 

also y 2 — ry-^ra= 2 r* 

folglich y= 2r^ i/2r^ 
==r(2±i/'i) ; 

mithin hat y zwey positive Weithe , wodurch dfelJnicH 

r 

AO, AO' bezeichnet werden. Ein Beweis, da. ss Linien, 
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welche von einem Punkte ans auf einer geraden Linie) 
in einerley Richtung liegen, von der Algebra mit einer« 
ley Zeichen versehen werden. 



Aufgabe X. (Fig. 10.) 

Von der Spitze B des gegebenen Dreieckes ABC 
eine gerade Linie BE zur Grundlinie AC zu ziehen, 
welche die mittlere Proportionallinie zwischen den Seg- 
menten AE, EC der Grundlinie werde. 

Algebraische Auflösung. 

Fällt man auf die Grundlinie das Perpendikel BD,' 
und setzt man BD = b , das grössere Segment AD = a , 
CD = b, DE = x , also AE = a-*-x , CE = b — x, so muss, 
weil AE j EB = BE : EC > also AE.EC =BE* werden soll , 
die Gleichung statt finden 

(a+x)Cb— x)i = h5+x* 
•b+bx— ax-x^l 

folglich ab-h2=2xM-(a— b)x 



f . t . ab-h* Ca-b ' f a-bV 

- mithin — 7^-= ( xh ) 

2 16 V 4 J 



a -b-h //"(a-b)' ab h*\ 

6omit x =a — __v( w _ + — ; 

1 

- 4 - v V 16 16 ✓ 

— (a-b^y^a-bp 4 8(ab-h*)) 
4 

— (a-b ) ±V((a-bp-8(h *-ab)) 
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Zusatz 1. 

Die Werthe von x werden real, wenn ab 5* h\ 
d. h« wenn das Dreieck an der Spitze einen rechten 9 
oder einen stumpfen Winkel bat« Damit der Werth von* 
auch dann real werde , wenn der Winkel an der Spitz* 

ein spitzer ist, muss (a-b) a > 8(h* — ah) seyn, 

— —————— —————— 

also (a— b)*-f 8 ab j > 8 h* 
(a+b)*+ 



<a — Dj-+san\ 

i 4 ab )} 

|(a t b2)~(a.b)M> 



somit 2 (a+b)* > 8 h*+ (a-h)* 
Zusatz 2. 

Der obere Werth von x ist positiv, oder » 

> 

oder negativ, je nachdem ab= h 3 , d. h. , je nachdem daa 

< 

Dreieck an der Spitze einen stumpfen , einen rechten, 
oder einen spitzen Winkel hat. Der untere Werth von 
x ist unter allen Umständen negativ. 

Zusatz 3* 

Den Werth von AE erhält man, wenn man zu* 
Ap = a den Werth von x addirt. Es ist also 

— (a-b)+>/((»-b 9 M8h'-ah)> 
AE a> a+ ^ ■ 



4 a-(«-b >J_ V((a-b)^(h^J»)> 

■ ■ ■ I L >. 

4 

welche Werthe positiv sind«. 
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w , ■ 

Zusatz 4- 
Da BD: DE*=1 : tau . EBD5, 



h: x 



«o iat taa.EBD 

— i a-V)+ V ((a-b)-8(h*ab» 
4h 

hat also tan.EBD , wie z^wey einander un- 
gleiche Warthe, wovon der obere mit x positiv, = 0, 
oder negativ wird, der untere immer negativ ist. 
Geometrische Behandlung. 
A n a I y s i 8. 

Es sey BE die gesuchte Linie , 
so ifit ßE*< = AE.EC 

= BE.EF, wenn um dasDrei\ 
$ek ABG ein, Kreis beschrieben, und BE bis zum Durch- 
schnitte mit demselben in F verlängert wiad , also islj 
auch ßE = £F Verlängert man das Perpendikel BD. 
bis fuju Durchschnitte K. mit einer durch F der Linie. 
AC parallel, gelegten Linie FR, so ist BD : DK=BE: EF, 
(o Irlich auch BD = DR« mithin ist der Punkt K, so- 
mit der Punkt F, als Durchschnitt der durch K mit AC 
parallel gelegten Linie KF mit dem um das preieck 
gelegten Kreise, und die gerade Linie BEF gegeben« 

Coo.8tructi on. 

Man beschreibe um das Dreieck einen Kreis, falle 
v^oii der Spitze ß auf die Grundlinie das Perpendikel 
BD, verlängere, dasselbe über D hinaus um KD ■= DB, 
lege durch K die Linie KF der Linie A§ parallel, und. 
Xerhindejdeu Durchschnitt F derselben,' und des Krei- 
ses mit denn Punkte B. durch, die gerade Linie BF, weiche, 
die Grundlinie inE schneide, so ist ßE die dt suchte Linie. 
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4 

Determination. , 

Hat das Dreieck bejr fi einen spitzen Winkel, so 
liegt der Punkt K ausserhalb des Kreises, also muss, 

damit RF dem Kreise begegne, KD,^ LM seyn, wenn 

AL = LG gemacht , und LM auf AC perpendikular auf- 
gerichtet, auch bis zum Durchschnitte mit dem Kreis» 
verlängert worden ist. 

Nun ist ALl:LM »1:1 tan. CAM 

a+b> 1 tan. | ABC 

* J 

also LM « | (a-t-b) tan . | ABC. 
Ferner ist BD : DA |= 1 : tan . ABD, BD:DCl=*l:tan.CBD 
h:a » h:b I 

" ~ a b 

folglich tan . ABD m ^ , tan . CBD £ 



somit tan , ABD . tan . CBD ^ B ~ ; 



a k 



demnach, tan. ABC tan. (ABD-«- CBD))* 1 — ^ 

Ii 2 



(a+b) hi 
h*-~ak 



(a+b)*b* 

mithin (tan. ABC)* 



also l^(tan.ABC) a l (h a —ab^4,(a»b)^h a 
(sec.ABC)*' (h»— ab)» 

* 

_ V(Ch^ab)»4-(a-fb)»h»>(h»-ab> 
folglich sec.ABC — 1 = h^ab 
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* 

in sec.ABC~t) Vf (h a -«b)M-(a+b)*h a )-(h*-ab> 



tan , ABC ( (a-f-b^h, : 

tan. i ABC 

fom. §<a+b)tao.|ABCl V ((h*-ab)3 + (a + b;>*h»Mh a -ab) 



■ 

. . . 



i = V ((h* - ab)^ (a + b;)*h *J T (h»-ab,) 
demnach muss seyn n ^ — — - — - — ^ ^ — : 



also 2h* + h*-ab- >/((h»-Hb)a).+(a + h.)*h» 



folglich 4hH4b 2 (h a -ab)^(h 2 -ab)a (b^ab) a H-(a+b)^. 



mithin 4 b 2 -e^ (h a — ab)) - (a + b)* 
8 b 2 — ' " 



| 4 «b > 

f(a^b) a -(a-b) a f\ 



demnach 8 h*-4-(a— b) 2 ~ 2-.(4-t-fy* 



Beweis. 

Wenn der Winkel ABC grösser, als ein rechte^ 
Winkel, oder einem rechten gleich ist, so fallt der. 
?unkt Fy innerhalb des Kreises , oder auf den Umfang, 
also ei reicht die. Lipie KF den Umfang. Ist der Win- 
kel ABC kleiner, als ein rechter, so ist, vermöge, 
d er Dete rm i n a ti o n , 8 h 2 -)-(a — h) 2 . ^ 2(aH- b) 2 , a 1 so i s.t, 
M ^e leicht erhellet , DK. ^ LM, mithin erreicht der Kreis 

Linie KF. (Geschieht es in F , 
so ist BE:EF = BD: DK 
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folglich BE EF 



somit BE . EF ( =* BE* 

Ae.e;c 



! 



ajso AE :EB BE:EC. 
Zusatz 1. 

Es erhellet von selbst, dass es, wenn ABG>R 
CFig. 10 a.), zwey Durchschnittspunkfe F, F* auf ver-. 
schiedenen Seiten der LinfS DK., dass es, wennABC=? 
R (Fig. 10. b.) , zwey Durchschnittspunkte giebt , wo- 
von der eine im Durchschnitt K liegt , der andere , 
F' , der Endpunkt eines Durchmessers ist, dass es, 
wenn ABC<R (Fig. 10. c), zwey Durchschnittspunkte 
F, F' gieht, welche auf eiuerley Seite von DK, liegen. 

Zusatz 1, 

Der Punkt E fällt auf die Verlängerung von AD , 
in D , zwischen* ]>, A , je nachdem der Werth von x 
positiv 9 « 0 , oder negativ wird. Die Werthe 
von y liegen sämmtlich von A aus auf AC in derselben, 
' Richtung. 

Zusatz 3. 

Die Tangenten, welche mit dem negativen Zeichen 
versehen sind, bezeichnen Winkel, welche auf der 
anderen Seite der Linie BD liegen, als wo die Winkel 
gefunden werden, deren. Tangenten das positive Zei- 
chen for sich haben, 



Aufgabe XI. (Fig. 11.) 

Zwischen die Katheten eines gegebenen rechtwink- 
ligen D^eiecKes ABC eipe gerade Lin^ie FG^ welche 
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der gegebenen geraden Linie b gleich sey, und ton 
der Hypotenuse BC in M halbirt werde , zu legen. 

Geometrische Behandlung. 

Anal y si$. 

Es seyFG die gesuchte Linie, so Hegt, weil FAG 
a= R, der Punkt A auf dem Umfange eines über 
FG beschriebenen Halbkreises , also ist die gerade Li- 
nie AM = MG=>Jb, folglich liegt der Punkt M auf ' 
dem Umfange eines aus A als Mittelpunkte mit einem 
Radius = $ b beschriebenen Kreises, ist, mithin, 
weil er auch auf der Hypotenuse BC liegt, gegeben. 

Co nstruction. 

Man beschreibe einen Kreis, welcher in A den 
Mittelpunkt, und eine Linie = |b zum Radius habe, 
und die Hypotenuse BC in M erreiche, beschreibe aus 
M als Mittelpunkte einen Kreis, welcher die gerade 
Linie MA zum Halbmesser habe , und die Kathete AC 
in G erreiche , ziehe die gerade Linie GM, und ver- 
längere dieselbe bis zum Durchschnitte F mit der ver- 
längerten AB, so ist GF die gesuchte Linie. 

Determination. 
Damit der Kreis , welcher A zum Mittelpunkte hat, 
die Linie BC erreiche, muss |b AL seyn , wenn AL 
nerpendikular auf BC gefällt wird. 

Beweis. 

Es ist Jb-CAL, also erreicht der aus A als 

Mittelpunkte beschriebene Kreis die Linie BC. Geschieht 
es in B , so mache man FB = BA , und FA ist die ge-* 
suchte Linie, wie bich von selbst eigitbt. Geschieht 

■ 
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es in C , so mache man GC^=CA, uni{ es ist GA die 
gesuchte Linie, wie von selbst erhellet. Geschieht es 
in einem anderen Punkte M, so fälle man auf AC das 
Perpendikel MR , welches kleiner ist, als M A ; mithin 
sehn idet der Kreis, welcher M zum Mittelpunkte 
hat, die Linie AC in einem Punkte G, und die gerade 
Linie GM schneidet in ihrer Verlängerung die Linie 
AB in der Verlängerung, so d;is* 

GM: MF = GK: RA 



also GM = MF 



folglich FG = 2GM 

= b ist. 



Es erhellet von selbst, dass es, wenn | lT*= AL % 
eine einzige , in allen andern Fällen eine zweite Linie 
mit der gegebenen Eigenschaft giebt. Uebrigens *kann, 
je nachdem die Linie b beschaffen ist, jeder der%unkle 
M zwischen B , C, oder der eine in B, der Lnt^re ^ 
zwischen B , C, oder der eine in G, der ander« auOlerNw ^ 
verlängarteu CB , oder der eine zwischen B, 
andere auf der Verlängerung vonBC, oder es , 
beide auf der Verlängerung von BC liegen, 

AI gebr. Auflösu ng. 

Setzt man BM=x, soistx:|b~ sin . F:sin . B 

= cos . G ; cos . C 



also x 3 : Jb a =^ cos.G :cos,C 
J^^man BC=?a, so ista-x$|b~ sin . G : sin . C 



folglich (a-x)*:^ = \ sin.G 



(l-cos.G j 




£ * ***** 
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mithin^ - x)»sin.Q*= $ b»-| b»c"ölG* 
somit cosIg* — jb»— (a-xPsin.C* 



§»> a 



demnach x^Jb^^^^^!^ 
• also x'cl^C*^ ^»-(«»^ax-hx^süTc* 

' ' 

folgl. x*(siu.C*-t- co7c a )l _( 2 ax «ii^C* ) = Jb» - ( a* 8 Tn7c* 

* AB, 
(2xxsin.C) f c a , 

4 ? wenn AB 

_ setzt wirdj 



, - ' — j.. 

Within (x — csin.C) a = | b*-c*+c*sin7c a 



==J b*— fc*(l-sin.C*i 
c* cos.C * 

c a sio7B*- 
AL* 




somit x »^«'n.Ci+y'fxba^Laj 
ccos.B 



• ■ 



BL 

Zusatz 1, 



i Es CpJbeHet aus diesem Aasdruck, dass x zwey 

Werthe erhalt, wovon der eine immer positiv ist, 
gleichwie die geometrische Construction immer einen 
Punkt M auf der Linie BC, oder ihrer Verlängerung 
über C hinaus, nachweiset, dass beide einander gleich, 
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und «i BL werden, wenn fb*=*=AL*, also Jb= AL 

< 

ist, dass der feine, welcher immer positiv iit, =» BC 

> 

wird, jenachdem 

< 

BL+^(*b*-AL*)=r BC ist, 

> 



also i/(ib*—AL*)=«=) CB - BL 

• >( CL 

folglich Jb*-AL* = CL* 



mitbin Jb* ^ f AL a +LC* 
>C AC a 



somit |b =» AG 
> 

. 

< 

demnach b = 2 AC ; 



dass der andere positiv , = o , oder negativ wird , je 

nachdem > 

BL= */($b*— AL*J 



also BL*== ib*— AL a 



> 



folglich BL^+LA*^ Jb* 
BA* 
c* 
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> 

negativ, je nachdem AL* s? BL(J b a — AL*) 



also AL a 
BL 
LC 



= l/(ib*-AL*) 
< 



- 



folglich LC* = Jb^-AL* 

< 



mithin LC 2 +AL 2 f = £b 2 
AO S < 

somit AC = \ b 
< 

* 

> 

demnach 2AC=±? b; 

< 

gleichwie die geometrische Cosntroction für dieselbeti 
Fälle einen Punkt M zwischen B, C, oder in C, oder 
auf der Verlängerung von BC über C hinaus, also auch 
den Fusspunkt des durch diesen Punkt M auf BA , oder 
ihre Verlängerung bestimmten Perpendikels nachweiset; 

j 

Zusatz 61 

Setzt man AF= u, so ist u=2y, weil AF=2AQ, 

wegen AM = MF, mithin ist u = • 

c 

Es hat also u gleichfalls zwey Werlhe , wovon der eine 
immer positiv ist, der andere mit y positiv , = o , und 
negativ wird, jenachdem 
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> 

AL* ^ Et v/(*b*-AL') 



also 2AC =e b. 
< 

s * 

[Anmerkung. 

Carnöt sagt in der Geometrie de Position päg. 357 ; 
bey der Auflösung der Aofgabe: »zwischen die Rich- 
tungen der Katheten eines gegebenen rechtwinkeligen 
»Dreieckes eine gerade Linie von gegebener Länge zu 
»legen, welche durch die Hypotenuse halbirt werde", 
dass man für die Linie BM irhmer zwey positive Wer- 
the, fnr die Linie AF immer einen positiven , und 
einen negativen Werth erhalte. Aus dem Vorstehen- 
den gehet hervor , dass das unrichtig ist , indem x = 
BM einen positiven und einen negativen Werth er- 
halten kann , und beide Werlhe von u positiv werden 
können, oder der eine positiv, der andere =trO, der* 
eine positiv, der andere negativ werden kann. 

Er behauptet ferner, niemals löse ein negativer 
Werth einer gesuchten Grösse eine Aufgabe in dem- 
selben Sinne anf , wie der positive, und die durch den 
negativen Werth der gesuchten Grösse bestimmte Auf- 
lösung könne also niemals als eine zweite Auflösung 
derselben Aufgabe angesehen werdenv 

Das Vorstehende zeigt, dass die negativen Wertlie 
dqr gesuchten Linien geradezu und in demselben Sinne 
die Aufgabe auflösen, wie die positiven, wenn die 
Aofgabe nur in der Allgemeinheit anfgefasst wird, iri 
welcher die Algebra sie aaffassr, und dass die negativ 
ten Werthe die zweiten Auflösungen der vorgelegten 

4 ' 



r 



- 
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Aufgabe sind. Es giebt unzählige Beispiele, in weU 
chen dieselben eine Aufgabe in allen Beziehungen irt 
demselben Sinne auflösen, wie die positiven, und die* 
bisher behandelten Aufgaben sind eben so viele Beweise 
für diese Behauptung. 

Carnot behauptet ferner , dass nur zufällig in dem 
torliegenden Falle der negative Werth von u eine in ent-? 
gegengesetzter Richtung mit der durch den pösit. Werth 
ton u angezeigten Linie Hegende Linie anzeige, dass die mit 
dem negativen Zeichen behafteten Linien bald mit den po- 
sitiven in entgegengesetzter Richtung, bald unter schie- 
fen Winkeln gegen dieselben geneigt, bald in dersel- 
ben Richtung mit ihnen lägen, und dass es darüber 
gar keine feste Hegel gebe. Es ist ein Hauptzweck die- 
ser Schrift zu zeigen, dass alle diese Behauptungeif 
falsch sind, dass namentlich durch das negative Zei- 
chen angedeutete Linien niemals anders, als in ent- 
gegengesetzter Richtung mit den durch das positive 
Zeichen angegebenen liegen, dass jede mit dem ne- 
gativen Zeichen behaftete Linie eine solche Lage an- 
fceige, dass Litfietf , welche gegen andere unter irgend 
welchen Winkeln geneigt sind, von denselben nie 
durch die Zeichen h- — unterschieden werden , dass 
endlich Linien, welche in einerlev Richtung liegen i 
immer und überall dasselbe Zeichen vor sich haben, 

Aufgabe XU. (Fig. Ii. a.b.) 

Auf dem gegebenen Kreisdurchmesser AB von dem* 
gegebenen Punkte C aus eine Linie CQ abzuschneiden,* 
dass, wenn von dem Punkte B an einen über CQ afis 
Durchmesser beschriebenen Kreis eine Tangente feF' 
gezogen, uffd dieselbe bis zum Durchschallte G mit 
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äfcm Umfange des über Aß liegeuden Kreises Verlan 
gert wird, das Segment F(Jr der Linie AC gleich weide. 

In meinen geometrischen Aufgaben, J3eilin i825 
ühd Elberfeld 1828, finden sieb folgende Conslructioned 
dieser Aufgabe mit hinzugefügten Beweisen; 

Erste C o n str uet io n # (Fig. 12. a.) 

* i i .... 

Man halbire den halben Kreisumfang AHB in Mj 
iiehe die gerade Linie Aü , beschreibe aus II als Mit. 
ielpunkte einen Kreis mit einem Halbmesser = AUi 
weicher (lenl in C auf AC aufgerichteten Perpendikel 
In E begegue, ziehe die gerade Linie HE, welche deü 
Kreis in K schneide, verbinde die Punkte K, Ä dürclt 
Üie gerade Linie AK, lalle auf dieselbe das, deu Durch ri.e Ai- 
ser ÄB in D sebtieidende, Perpendikel EL , beschi eimi 
aus D als Mittelpunkte mit einem lladms - 1)C einen* 
kreis, und ziehe an den Sellien die Tangeule !LF; so* 
leistet dieselbe das Yei langte, 

Zusatz. 

ISimirit man den zweite Ii Durchscfiitt E des aus \t 
ils Mittelpunkte beschriebenen Kreises mit dem Pft- 
feridikel CE, zieht die den Kreis in K' schneidende 1 
gerade Linie HE' , verbindet die Punkte K' , A diu c h* 
die gerade Linie AK', fallt auf die Verlängerung der- : 
selben das, den verlängerten Durchmesser in tS schnfei- 
tiende , Perpendikel E'L', beschreibt aus h' ai<i Mitt^lU 
jiunkte einen' Kreis mit einem Kaditi* -b'C,ün<f z &d 
an denselben die Tangente BF , so leistet aueli dleidr 
tlas Verlangte, wie von selbst erhellet. 

* Zweite C o n s t r u c t t 0 u. ( Fig. l'J. b.)' 

Man errichte in C das Peipendikel ÄiG auf AU} 
iaiehe dasselbe CA , halbiie den VVrnUi ÄtM* HäiUi 
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die den Kreis in N schneidende gerade Linie CN , zielte 
die, denselben Kreis in G erreichende, gerade Linie NIVf, 
errichte in dem Halbirungspunktc O der Linie GM ein 
Perpendikel auf GM, welches dem Diameter in D be- 
gegne, beschreibe aus D als Mittelpunkte einen Kreis 
mit einem Radius = DC , und ziehe die gerade Linie 
BG, so hat dieselbe die gegebene Eigenschaft. 

Zusatz. 

Bezeichnet 1 man den zweiten Durchschnitt der Linie 
CN und des Kreises mit N', zieht die den Kreis in 
G' erreichende gerade Linie KM, errichtet in dem 
Halbirungspunkte O' der Linie G'M' # ein; Perpendikel auf 
G'M' , welches dem verlängerten Diameter in D' begeg- 
ne , beschreibt aus D' als Mittelpunkte einen Kreis mit 
einem Radius = D C , und zieht die gerade Linie BG' , 
so hat auch diese die gegebene Eigenschaft, wie von 
selbst erhellet. 

Algebr. Auflösung. 
Man setze AC — FG = a , BG = b , CD = x , also 
DB = b— x, BQ=b~2x, AD = a+x, Nun ist, wenn 
die Linien AG , DF gezogen werden , 

, / DF # AG 



also BF : FG = BD : DA 

folglich BF*1 : FG a = BD' : DA 1 
CB.BQJ 

d. i. b(b-2x):a* = (h-x)' : fa+x)* 

= b 2 — 2bx+x 2 :a 2 +2a*+X* 

mithin b 2 -2bx-a*:a 2 = b 2 -a 2 -2fa -f b)x:a 2 -*-2ax+x* 

somit (b a -a 2 )a 2 -2a i bx+2a(b a -a 2 )x-4a!)x 2 +(b 2 -a 2 )x a -2bx3= 

* a 2 (b 2 -a 2 )— 2a 2 (a4-b)x 



i 

■ 
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I 



demnach 3 abx* + b*x a -a a x a -2 bx s { = 0 

(2ab*-4abx+b a x-a*x-2bx*)x 



alsox^O, oder 2bx*-4-(a*-b a +4ab)x-2ab*=0 

a 2 + 4 ab — b a 
folglich x*H ^ x=ab 



m iü,^^^ b \4( aI \ a ; b - b ^=( aH ^ ba )%ab 

demnach , = , a I±i^± a ± ^a a t4ab-b>y^ 



Zusatz 1, 

Nach dem, was die geometrische, tod der Rech- 
nung unabhängige, Construction oben gezeigt hat, 
kann es nicht zweifelhaft seyn , dass der positive Werth 
von x die Linie CD, der negative die Linie CD' be- 
zeichne. Der Werth x =0 sagt nichts anderes , als 
dass ein Kreis, dessen Mittelpunkt in C und Radius = 
Owäre, die Eigenschaft habe, dass eine, von B an ihn 
gelegte, Tangente , welche ßC selbst wäre, den zwischen 
dem Berührungspunkte, welcher C wäre , und dem 
Durchschnitt spunkte A derselben mit dem gegebenen 
Kreise gelegenen Theil der gegebenen AC gleich hätte« 

i 

Zusatz 2. 

Dasselbe Resultat liefert die Rechnung, wenn man 
den Werth von BQ sucht. Setzt man 

BQ=y, so istby:a*= ( L -±J)* : (a-h^)* 

- (ö+y)*:(2a + b-y) 2 
aibo hy :a 2 =b a + 2by-t-j 2 ;t2a-* b)*-~ 2 (2a + Dy 4-y a 
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rolglby-a 2 :a 3 =b a .pafb)V^(l>+2a4.b)y:(2a + L)2-2(^atb) W ^ 

=4ab-4a a +a(a + b)v:(2a-f-b)- t -2(2a-^b)yfy^ 



mitbin 4 a 3 b -4a * + 4 a *(a + b) y = (2a + b) % - 2 ( 2 a b) by * 
+by 3 -(2a +b)*a*+.2(2a + b) a*y - a*y* 

also 0 = by3- 4 a2-f.4ab^-2b2)j* + br2a*-t.aabi-b^)y-a^b^ 
= (y— b)(by a -(a»4- 4ab+-l>?)y-4-a*b) 

somit y — b^0 ; oder hy*— (a2+4ab-+-b*)y.+-a?b =q 

' ' ~ ■ ■ 

demnach y = b, y? r, y + a » = Q 

folg.icl, (y - ^) 3 . a , 

„ithin r - aM^I^V /X ■ a a + „.j. 

Die letzteren Wertbe von y sind beide positiv , 
und: bezeicbnen ohne allen Zweifel die Linien BQ , BQ' % 
Der Werth von y = b weiset auf denselben Kreis hin, 
wie oben der Werth x =rr 0. 

Anmerkung. 

Rlügel , welcher diese Aufgabe in seinem Wörter- 
bliebe, Band l. p. 128 sq , behandelt, scbliesst denWerth^ 
* = (), oder y = b aus, und nennt den negativen Werth 
von*, und den grösseren der positiven Wertbe von 
y fremde Wurzeln, d.i. solche, welche zur Frajge nich* 
gehören. Aus dem Gesagten erhellet die Unrichtigkeit 
dieser Behauptung, und die Wichtigkeit der geometri- 
schen Behandlung solcher Aufgaben- Das , was KJügei 
und mit ihm viele Andere fremde Wurzeln nennen , 
giebt es in der Algebra nicht. Sie fasst jede in eine 
Gleichung gebrachte Frage in der Allgemeinheit auf , 
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^ass sie Jeden positiven , und jeden negativen Werth 
der unbekannten Grösse, welcher der Gleichung Ge- 
nüge leistet, aufsucht, und der negative Werth ist 
eben so gewiss, und in demselben Sinne, in welchem 
die Algebra die Aufgabe auflasst, eine Auflösung der 
Aufgabe, ah der positive und es ist eben so wenig 
erlaubt, einen negativen auszuschliessen , alseinen po* 
6*itiven. Wer geometrische Constructionen , welche 
von der Rechnung unabhängig sind, macht, und 
sich die Mühe nehmen will , die geometrischen 
Bedeutungen der positiven und negativen algebraischen 
Werthe der gesuchten Grössen in allen Fällen zu er- 
forschen , der wird sich davon überzeugen , dass die 
Algebra niemals eine nichts sagende, zur Frage nicht 
gehörende, überflüssige, ocjer, was eben so viel ist, 
falsche Antwort auf die ihr vorgelegten Fragen giebt» 



Aufgabe XIII. (Fig. 13.) 

V 

s 

Ein Quadrat zu beschreiben , in weichend de* Ue« 
berscbuss der Diagonale über eine Seite der gegebenen 
geraden Linie d gleich sey. 

Geometrische Behandlung. 

A n a 1 y s i s. 

Es sey ABCD das geuchte Quadrat, so Ist, wen« 
Ton der Diagonale AC die Linie AE AB abgeschnit- 

* » 

> 
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ten, und das , die Linie BC in F schneidende, Perftäv 
4*el £F auf AQ aufgerichtet wird , 

ECF = EFC 



also FE «» EC 
= d; 



demnach FG a = 2 d*. 
Zieht man die gerade Linie AF, so ist 



AAEF = AABF 



folglich BF = FE . * 

mithin ist sowohl BF, als FC, somit BG gegeben. 

Con st ruction. 

Man beschreibe über BF = d das Quadrat BFGrf, 
ziehe die Diagonale FH, nehme auf der Verlängerung, 
von BF die Linie CF =r FH , und beschreibe über BC 
das Quadrat ABCD , so hat dasselbe die gegebene 
Eigenschaft. 

Beweis. 



i 



Fallt man auf die Diagonale AC das Perpendüf&t 
FE, so iß% FC*} = FE 2 +EC Ä 

FH*> = 2EC a 
2FB 2 



also FBl = EC 
d I = FE 



folglich AE = AB 

mithin' CA — AB = CA— AE 

= CE 

= d, 
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Zusatz. 

Macht man in der Richtung von FB die Linie FC 
= FH , beschreibt über BC' das Quadrat A'BCD', zieht 
die Diagonale CA' , und fallt auf die Verlängerung der» 
selben das Perpendikel FE' , so ist 

FC 2 )= FE' 2 -*- E'C* 
FH 2 > = 2E'C* 
2FB 2 



also, FB)= E'C 
dJ~ FE' 

folglich E'A' = AB 



folglich 2d 2 = x 2 — 2dx-hd* 
mithin x s= d "** d j/2 

- 

demnach hat x zwey Werthe, 

den einen = d(V2 + l) 
den anderen sr — -d(i/2— 1). 

Zusatz 1 . 

J)ie* Natur der Sache erfodert , und aus der geo- 



mithin CA'+A'B - C'A'+A'E' 

= E'C 

Demnach erhält man ein Quadrat, in welchem die 
Summe der Diagonale und einer Seite der gegebenen 
geraden Linie d gleich ist. 

Algebr. Auflösung. 

SetztmanBC=x,soist(x+d)*i== 2x 2 
x 2 +2dx-hd 2 f 

also d 2 = x 2 — 2dx 
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metrischen Construction erhellet ^ dass die durch die 
Terschicdenen Werthe von x bezeichneten Linien 
nichts anderes sind, a^s die Linien BC, BC' , wovon 
die durch den negativen Ausdruck bezeichnete Linie 
BC' in gerade entgegengesetzter Richtung mit der durch, 
4en positiven Ausdruck bezeichneten BC liegt, 

Zusatz 2. 

ple doppelten Werthe von x wurden lediglich be^ 
dingt durch den doppelten Werth der Diagonale des; 
Quadrates, welches =2d*. Da nämlich das Quadrat 
der Diagonale des Quadrates der Linie — d= 2( — d)* 

= 2d* is|:, 

go giebt die Algebra den Werth der beiden, einander 
entgegengesetzt liegenden, Diagonalen FH, FH' der 
Quadrate der Linien FB , FB' , doren jede = d, und 
wovon sie die eine durch +d, die andere durch — d 
hezeichnet , durch die Ausdrucke FH =r 4- d • V*!^ 

FH' = -d v% 

> 

Zusatz 3. 

Ans dem Gesagten erhellet wieder die Wichtigkeit 
der Beachtung des negativen Zeichens. Deutet dasselbe 
auch nicht immer auf eine zweite Auflosung einer Auf- 
gabe hin in dem beschränkten Sinne > in welchem sie 
anfänglich aufgefasst war, so enthält sie doch die Auflä- 
sung in einem so wenig von dem anfänglich auf?e-*. 
fassten ahw^ichenden Sinne, dass beide Auflösungen 
in den allgemeinen Darstellungen der Algebra für zwey, 
Antworten auf eine Frage angesehen werden.- Zugleich, 
aber erhellet daraus, dass die Geometrie, richtig ver- 
standen, dieselbe Allgemeinheit herbeifuhrt, wie die AI? 
gebra. Durfte man doch in der Construction nur sagen : 
man beschreibe aus F als Mittelpunkte einen Kreis n^it 
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einm Radius = FH, welcher die verlängerte FB in C % 
C' schneide u. s. w. , am dieselbe Allgemeinheit zu er T 
halten , in welcher die Algehra die Aufgabe auflöset. 



Aufgabe XIV. (Fig. 14), 

Ein rechtwinkliges A ABC in beschreiben , in wel- 
chem die Summe der Katheten der gegebenen geraden 
Linie a , die Summe der Hypotenuse nnd der flöhe (1er 
gegebenen geraden Linie b gleich sey. 

Geometrische Behandlung. 
A nalvsis. 

Es J=ey ABAC das verlangle ^ sp ist ^ wenn dia . 
Hohe dnrch A.D bezeichnet wird , 

BC AD == BA.AC ^ 

also BC 2 -*-2BC,AD + AD 2 ) « ( BA 2 +0BA.AC*AC 2 )f Am 
(BC-hAD)* j ] (BA+AC) 2 
b 2 J / a» 



folglich b 2 - a 2 = AD 2 ; 
mithin ist AD , somit BC und das ganze Dreieck 
gegeben, * ~ • 

Co n stru c tion. 

Man beschreibe über der geraden Linie CG «? \\ 
einen Halbkreis, lege in denselben die Sehne CE — a, ? 
ziehe die gerade Linie GE; schneide aof der Linie 
GC die Linie GB =■ GE ah, errichte in G auf GC das, 
Perpendikel FG -= GE , ziehe die Linie FA#GC, und 
beschreibe über BC einen Halbkreis , welcher der Linie 
fA in A begegne, so ist, wenn die geraden Linien BA ^ 
AC gezogen werden, A ABC 'das verlangte. 
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Determination. 

4 

Damit die Auflösung möglich werde, muss nicht nur 
in den über CG beschriebenen Halbkreis die Sehne CE 
= a gelegt werden können, d. h, a<b seyn, sondern 
auch die Linie FA den über BG beschriebenen Halbkreis 

erreichen, &r)~(n>n 

d. h. FG § < l f BG seyn 

GEr <CG— GE 
) 1-2 — 

also 2 GE Z CG— GE 



folglich 3 GE < CG 



mithin 9GE a l < (CG* 
9 (b*-a')f lb* 



somit 8 b* 9 a«' 



demnach | b a ^ a 2 . 

Beweis. 

Es ist a<b, also lässt sich in den über CG be- 
schriebenen Kreis eine Sehne C£ =s a legen. Auch 

ist a* ~ § b* 
also 9a*> 8b* 



folglich b^U jQCb^-a*) 
CG 2 ' «9GE a 
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< 4 

mithin CG 3GE 




somit CG-GE ^ 2GE 

CG— GE . ~Z 
demnach — • f ^ 

*•* 

CB 
2 

also berührt, oder schneidet der über BC beschrie- 
bene Halbkreis die Linie FA. Geschieht es in A, 
so ist (BC + AD)*]=(BA-4-AC)* 

(BC-+-FGP 

(CB-t-BG)* 
b* 

also (BA+AC) a = a* 




folglich BA + AC = a. 
Da auch BAC = R, so hat AABC die gegebenen 
Eigenschaften. 

Zusatz 1. 

Es erhellet von selbst, dass es im Fall der Be- 
rührnng der Linie FA und des über BC beschriebenen 
Kreises ein einziges, im Fall des Schneidens ein zwei- 
tes Dreieck ABC mit den gegebenen Eigenschaften 
giebt. 

Zusatz 1. 

Schneidet man auch auf den Verlängerungen von 
CG und FG Linien B"G, F"G= GE ab, legt F"A#CG, 
und beschreibt über CB'' einen Halbkreis, welcher der 
Linie A"F" in A" begegne, so ist, wenn A"ß", A"C 
gezogen werden, und das Perpendikel A"D" auf B'C 
gefallt wird , 
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mithin — ay-4-y 2 +a a Ä ±_ h |/(2y a — 2ay+a a ) 

demnach (y 2 -ay + a 2 )?i = 2b 2 y a — 2ab a y+a 2 b a 
y a -2ay3 + a5y^Qa^2-l)a 3 y T a4 

somit y4-2ay3+ (3a 2 -2b 2 )y a -(2a 3 - 2ab 2 )y- a a b a 1=0* 
(y2.ay+bj/(b^a»>(b^))fy^-ay-bi/(b^a2).(b^aa))J 

Es ist mithin entweder y 2 -ny+bi/(b 2 -a 2 >(b 2 -a a ) =0 

■ 

somit y 2 -ay |a a « b a -a a -b v' (b a - a a ) + Ja 2 

folglich y =-Ja-ti/(b Ä -ja a *b|/(M-a»)) 

■ # 

oder y a -ay-b i/ (b a -a 2 )-(b a -a a ) = 0 * 
somit y a -ay + Ja a = b a -a a -*-bi/ (b a -a*)+ J a a 

folglich y = JaJ^i/.^-^ + bi/tb^-a*)) 

welcbe Werthe nichts anderes bezeichnen können ? als 
die Linien BA , BA', B'A"^ B"A"* 

Zasatz 3. 

Hätte man , da AT) a r-r b a - a a , wie ans Obigem er- 
hellet, " BC = b-V(b a -a 2 ) gesetzt 

also CB.AD1 = i/(b a -a a )(b-i/(b a -a a ) 
B A . A "C > « b V (b a -a 2 >b a -+- a 2 

folglich y 2 -ay = b 2 -a a -Vtb 2 -a 2 ), 

so wäre die Gleichung eine quadratische geworden i 
statt dass auf dem oben angegebenen Wege eine biqua- 
dratische erhalten wurde. Und das mag zum Beweise 
für die Wichtigkeit und Notwendigkeit, da« negative 
Zeichen vor dem Wurzelzeichen niemals zu vernach- 
lässigen , dienen. Wer könnte die Algebra vor den" 
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schwersten Vorwürfen zu schützen, wenn sie zur ße- 
stimmung einer und derselben unbekannten Grösse ei- 
ner vorgelegten Aufgabe bald zu einer Gleichung des 
zweiten, bald' des Vierten Grades führte? 



Ahfgabe iV. (Fig. 15.) 

In ein gegebenes Quadrat ABCD ein gleichseitiges 
breieck BEF zu legen, dessen Grundlinie EF mit ih- 
ren Endpunkten E> F auf den Seiten AD, DC$ und 
dessen Spitze in B liege. 

Geometrische Behandlung. 
Änalysis. 

Es sey ABEF das verlangte , so ist, wenn der ttal- 
birungspunkt G der Linie BE mit F durch die gerade 
Linie FG verbünden wird, BGF=*tR. Da auch BCF = R, so 
laoft ein über BF als Durchmessern beschriebener Kreis 
durch die Punkte G,C, also istBGCrsBFC, Da EB «s BFj 

AB=BC > so ist AAEB^ AFBG 

folglich ABE = FBG 

mithin ABE-4-FBC^ a= 2FBG 

R-EBF| 
R— f R 
SR 

somit FBC — JR 

demnach Bt Cl = \|R 
BGC1 )CBG 
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also GC = CB 
= CD. 

Zieht man GL # CB , so ist sowohl GLC = R * 
als auch BG : GE = CL : LD 

folglich CL = LD 

mithin DG =« GC j 

demnach ist DGC ein gleichseitiges Dreieck. Also ist 
der Punkt G , die gerade Linie BG, und das Dreieck 
BEt gegeben. 

Construc tion. 

Man beschreibe uberDC ein gleichseitiges Dreieck 
DGC, ziehe durch B,, G die, die Seite AD in E schnei* 
dende, gerade Linie BE, mache FB = BE, und ziehe diö 
gerade Linie EF, £0 ist BFE das yerlangte Dreieck. 

Beweis. 

Zieht man den Haibirungspunkt L der Linie CD 

mit der Spitze G durch die gerade Linie LG zusammen* 

so ist GLC = R 
_ 

also GL # DE 
folglich DL:LC = EG:GB 
. mithin EG = GB. 

Ferne* ist DCG = |R 

* - 

somit* GCB = $R 



demnach CGB = £R=CBG 

also ABE1= |R 
FBCl 

folglich BFC = | R 

= BGC; 
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mithin liegen B,&, F, G auf dem Umfange eines Krei- 
ses, demnach ist BGF « R, also BF = FE, inithiü das 
Dreieck BEF gleichseitig. 

Zusatz 1. 

Beschreibt man auch ein gleichseitiges Dreieck 
DG'C auf der anderen Seite von DC, zieht die, der ver- 
längerten AD in E' begegnende, gerade Linie BG' , 
macht BF' = BE', und zieht FE', so ist auch BF'E' eirt 
gleichseitiges Dreieck. Zieht man nämlich die gerade 
Linie LG', so ist G'LC = R 

also G L # DE' 

folglich DL -.LC = E'G:G'B 

mithin EG' = G'B. * 
Ferner ist DCG'= f R 

somit BCG' = if R - * 

demnach CG'B = JR=CBG ; 

> 

also ABE'i= f R 
F'BCl 

folglich BF'C =. |R 

^ BG'Cj 

mithin liegen die Punkte B,F', G^C auf einem Kreis- 
umfange, demnach ist BG'F'=: R, also ist das Dreieck 
BF'E' gleichseitig« 

Zusatz 3; 

Da CBG' = {R=CBF, so liegen die Punkte B,F,G' 
in einer geraden Linie , wie auch die Punkte B, G, F. 
Auch wird EF#E'F\ 
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4 

Algebraische Auflösung« 
1. Bezeichnet man die Linie CFmit x, die Seite des Qua- 
drates mit a, so ist x 3 + a*=BF* 

=»2DF* 

=2(a-x)* 
=2a a — 4ax+2x* 



also — a* = x*— 4ax 

folglich 3 a* = x*—4ax-4-4a* 

( tnithin +ia^3 = x— 2 a 

somit 2a^.a 1/31= x. < . 

aU+i/3)' 

■ 

Zusatz. 

■•- 

Beide Werthe von x sind positiv, und bezeichnen 
ohne Zweifel nichts anderes, als die Linien CF, CF'* 
Ein Beweis, dass Ton den positiven Werthen keiner 
flir eine fremde Wurzel anzusehen ist. 
2* Setzt man DF = y , so ist 

2y* = FE* 
= FB* 

= a*-Ka-y)* 
= 2 a*— 2ay+y* 



also y*+2ay 2a J 



folglich y*-t-2ay+a* = 5 a* 



mithin y = — a^ai/3 
ss a(— 1+|/3)» 
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Zasats. 

• 

Der positive Werth von y bezeichnet offenbar 
nichts anderes , als die Linie DF , während der nega- 
tive die Linie DF' bezeichnet. Ein Beweis, dass durch 
den Gegensatz der Lage die Geometrie dasjenige be- 
zeichnet, was die Algebra durch den Gegensatz der 
Zeichen unterscheidet , und dass eine negative Würzet 
Hiebt als eiqe fremde zu betrachten ist. 
3. Setzt manBF==z,soistz*=;a*-r- /CF* 

|(a — DF)* 

I 

'a a +2azv/iH-5*^ 
also z* s» 4a a «5 4az^| 

folglich z» + 4at »/f + ?a* = 4 a* + 2 a* 

= 6a» 

mithin z = +2 a V i+a V 6 =~ a(^v/2±^G). 

Es hat mithin z folgende vier Werthe. Es ist 
z = a (-v/2+^6) == — a(-hi/2-»/6) = +a(v/6--i/2) 
z = a(— Y7— */6) = -a(v/2 + |/6) = — aytf+i/2) 
z = a(+i/2+^6) « h- a(+i/2+^6)= -Ha (|/ 6+ y/2\ 
z Ä a(-hK2-|/6) ^+a(^2-^^) =?? — a(/Q-i/2). 

?usatz 1. 

Patte man ip der Gleichung z a = a*4- (a-DF)* statt 
DF nur -*-z|/|, also z a = a*+(a— zi/ gesetzt , s.o> 

hätte man erhalten z 2 = a a +a 3 - 2a*|/l*iU* 

« 

— i — > ; 

alsQ z* == 4a a — 4azj/| 

as; — 2aZV^ ^ 

folglich «*-t2as|/2 = 4 a* 



- 
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mUhin (zH-aV2)* = 6 a* 

somit z = — a^/2-jiav/6 
. = a(-*/2i: 1/6) 

demnach z a= -t-a^'ß— 1/2 
oder z = — a(i/6+|/2)» 
Zusatz 2. 

Die Werthe von z hätten aus den Werthcn von 
x in folgender Weise gefunden werden können. Eq 

ist z* =s a*+(x a 

a*(2±. v/3) a 

a^4i:4/3-f.3) 

a a (8^4i/3) 



also z + av/(8^L4i'3). 
= ±*iV6± Vi). 
Zusatz 3. 

Den beiden oben angegebenen Werthen von x 
correspondiren also dieselben vier gefundenen Werth© 
von z, welche oben einzeln bezeichnet sind, und je zwey 
und zwey einander gleich , aber mit entgegengesetzten 
Zeichen versehen sind. Die positiven sind ohne ?wei-r 
fei die Wertbe der oben construirten Linien BF, BF", 
die negativen die Linien BF'', BF'", welche in dem, 
Quadrate A'BC'D' die gleichseitigen Dreiecke BF"E'\ 
BF"E" bestiramep, Namentlich ist 

bf = +a(^6— vty 

BF = -t-a(y6+.i/2) 
BF"= — a(j/6-|/2) 
BF M = -a(i/6+i/2). 
Die in der Voraussetzung-, dass DF nur =*= z*/j 
scv > gefundenen Werthe von z = +a(v/6 — Vi) und 
= — a( V6 •+■ V2) leiten nur zur Kenntniss der Li«j 
nien BF ugd BF", erschöpfen mithin die Aufgabe* 
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nicht. Vod es leuchtet daraas die Wichtigkeit [des 
Satzes hervor, dass DF =» + zu setzen ist* 

Zusatz 4« 

Beschreibt man über den gleichen Linien BA , AC f 
wovon die eine durch *+• a , die andere durch — a he-r 
zeichnet werde , auf entgegengeseUten Seiten die Qua, 
drate ABFG, ADEC , so ist 
ABFG = ( * a)» , ADEC r= (— a)* 
=t = -*-a 2 . 

Zieht man in dem einen Quadrate die Diagonalen 
AF, BG , welche sich inO schneiden, in dem anderen 
die Diagonalen AE, DC, sich schneidend in Q, so 
ist AO* =i( + a)*, AQ*= \ {— a)* « 1/2 (f a)* 
mithin ist |(+a) a sowohl dem Quedrate von AO, als 
dem von AQ jgleich, und sowohl AO, als AQ = av/|. 
pass beide einander entgegengesetzt sind, drückt dtQ 
Algebra durch die Zeichen — aus. 



Aufgabe XVI. (Fig. 16.) 

Ein rechtwinkliges Dreieck BAG zu beschreihen % 
in welchem iie Kathete AB der gegebenen geraden 
Linie a , und dasjenige Segment CD der Hypotenuse , 
welches durch das von der Spitze des rechten Winkels 
A auf die Hypotenuse gefällte Perpendikel AD gebildet 
Wird , der gegebenen geraden Linie h gleich sey. 

Geometrische Behandlung. 
, A nalysis. 
£s sey ABC das gesuchte Dreieck * &Q ist 

GB.BD = BA* 



Digitized by 



7 * Aufgabe XVI. 

Da CD = b werden soll, so ist der Paukt 
ß und das ganze Dreieck gegeben. 

Constru ctlop. 

Man mache CD = b, balbire CD in O, erricbte in 
D auf CD das Perpendikel DL, nehme DLaa, ziehe 
die gerade Linie OL , beschreibe aus O als Mittelpunkt 
einen Kreis mit einem Radius = OL, welcher der ver- 
. längerlen CD in B begegne, beschreibe über CD als Durch- 
messern einen Kreis, lege an denselben die Tangente BE, 
and beschreibe aus B als Mittelpunkt einen Kreis, welcher 
dem Perpendikel DL in A begegne, und ziehe die ge^ 
rad$ Linie CA, so ist BAC das gesuchte! Dreieck. 

Beweis. 

Ps ist CB . BD = BE* 

« BA 2 



also CB:BA = AB :BD 

« • 



folglich CAB = BDA 

= R. 

Feiner istC^.BD+DO* = OB* (E\. II. fr) 

^ OL* 
= LDM-DQ* 



mithin CB.BD J= LD a 
BA a 



j=LI] 
i= a* 



somit BA ss a. 
Da auch CD = b, so ist AABC das verlangte^ 

Zusatz. 

Ziebt maq auch von dem zweiten Durchschnitte 
B' {les, Kreises , welcher .OL zum Radius ^at ? mit de;r 
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verlängerten DC eine Tangente B'E' an den über DG 
beschriebenen Kreis , beschreibt aas B' als Mittelpunkt 
einen Kreis mit einem Radius -rr B'E', welcher dem in 
C auf CD aufgerichteten Perpendikel in A' begegnet, 
so ist, wie leicht erhellet, auch B'A'D ein Dreieck 
mit den gegebenen Eigenschaften. , 

, r 

Algebraische Darstellung. 

(Setzt man DB=x, so ist x(x+b)) = a* 

x a -r-bx 3 

also **-r-b*+ib*= a*-*-£b a 

» 

folglich x = —Jb + K 
Z u s'a t 2. 

Es hat x einen positiven und einen negativen 
Werth , wovon jener die Linie DB, dieser die Linie 
DB' bezeichnet, wie aus der geometrischen Constrac- 
tion hervorgehet, und es bestimmt der Punkt B' ein 
Dreieck mit de» gegebenen Eigenschaften , wie der 
Punkt B. Zum Beweise, dass man nicht, wie behaup- 
tet wird, durch die geometrische Betrachtung der Figur 
entscheide, welcher von beiden Werthen der gesuchten 
Grösse eine richtige Auflösung gebe, sondern dass in 
allen Fällen beide Werthe in dem Sinne , wie die Al- 
gebra die Aufgabe auiFasst, eine richtige Antwort auf 
die ihr vorgelegte Frage geben. Wohin sollte es führ 
ren , wenq die Algebra wirklich zuweilen unrichtige 
Antworten gebe, und man noch anderer Hülfsmittel 
bedurfte, um unter den gegebenen Antworten die rich- 
tige, odec die richtigen aufzusuchen? 
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Aufgabe XVII. (Fig. 17.) 
Ein Dreieck zu beschreiben , dessen Grundlinie 

der gegebenen geraden Linie g, Winkel der Spitze 

dem gegebenen Winkel a, Schenkel- Unterschied der 

gegebenen geraden Linie d gleich sey, 

Construction. 

Man nehme den Winkel BDC = R-t-Ja, die Linie 
BD = d , beschreibe aus B als Mittelpunkt einen Kreis 
mit einem Radius = g , welcher die Linie DC in G 
schneide, und mache den Winkel DCA = ADC, so ist 
ABC das gesuchte Dreieck , wie von selbst erhellet, 

Zusatz» 

Bezeichnet man den zweiten Durchschnitt C des 
Kreises und der Linie DG mit C', macht DC'A'=A'DCV 
und zieht BC', so ist ABC gleichfalls ein Dreieck mit 
den gegebenen Eigenschaften , wie von selbst sichergiebt. 

Algebraische Darstellung. 
Bezeichnet man den Unterschied der Winkel ACB« 

ABC mit <p s so ist ACB =R— ABC = R-^? 
demnach ist g :IACI = sin.a :cos,-~ , g:J AB I =ssin.a:cos. — 



c 



•.]ACl=sia.a.cos.—^-, g:J ABI 



— % 



g.cos.— g-cos.-^- 

also x = : , x+d = — : ■ 

sin.« 7 sin.« 



folglirh d g 



cos. — — — cos.— — 
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2g sin. Ja. sin.fqp 

sin.« 
gsin.f y 
~~ cps.Ja 



7& 



mitbin sin # |qp =s= 



d . cos. Ja 



1» 



somit 1— sin. §9) 

M I I < 

CQS.£<p' 



= 1 



d a cos.£a 



*2 



g a — ö! a .cos.§a 



1 



demnach cos.Jy 



j/Cg a — d a cos.|a*) 



6 



a-4-a) 

Nan ist cos.— ^ = cos |a.cos.|y-sin.Ja.sin.|g> 



a-*-CP y/(s?-d?cos &a ) sin.Ja.d.cos.fc« 

also cos.— -«-cos.|a — — 

2 — 2 g g 



cos 



9 r — t ; 



V (g*-d 5 cos.§ce 3 )^- — 



folgi.g.— : 



sin.« 



sin . a 



+ y/ (g^-d? cos.f«^ 
— asin.Ja 



sin . « 



, -f- v/fg^d'cos.i« 2 )^! 
mithin x+d = — r : 



2 sin . Ja 



_-, . | , /V(g2— d*cos.*al x ,\ 

Es ist also x entweder =-+• I — 2 ± *d 1 

\ 2sin*a S 



oder =— ( 



*/(g*- 



dWja ) \ 
2 sin.|« ^ 
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■ 

i.i f >/(ff'— d 7 cos. Ja ) TJ \ 

und x-*-d entweder » -M — — : — — = — -t-id 1 

v 2 sin. s 

^ oder = — ( — — Jd J. 

\ 2 sin. Ja -/ 

Zusatz. 

Der erste Werth von x ist dem zweiten von x+d, 
der zweite von x dem ersten von x+d , mit entgegenge- 
setzten Zeichen, gleich. Dje Geometrie construirt die bei- 
den Dreiecke ABC , A'B C , welche congruent sind , na*, 
mentlich die Seiten BA', AC und A'C', AB gleich haben. 
Ueberdiess ist A'C'^AC. Bezeichnet also der erste Werth 



— 2* 



von x , welcher = + (Y-!$L- — d cos. ja . gt ^ 

v 2 sin. Ja ■ s 

Linie AC, der erste Werth von x+d, welcher =* 

(/(g 3 — d*cos.fa a ) \ 
T-r-z + |d l ist , die Linie BA , so be- 
2 sin. Ja * J 

zeichnet der zweite Werth von x , welcher ' =s — 

/^«q?) \ is die Lin . e 

1 2 sm . 1/2 a y 



zweite Werth von x+d? welcher =r— f ^ fe d cos. 1/2 a ) 

\ 2 sin. 1/2 a 

1/2 d^ ist, die Linie BA', Die Algebra unterschei- 
det mithin nicht blos die, von einem Punkte aus in ent- 
gegengesetzten Richtungen laufenden, Linien , wie BA , 
BA', durch die Zeichen — , sondern auch Linien , wie 
AC , A'C , welche von verschiedenen Punkten einer ge- 
raden Linie zu verschiedenen Seiten derselben einander 
parallel gezogen werden, 
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Aufgabe XVIII. (Fig. 18.) 

t)as gegebene Dreieck ABC in ein anderes Zü ver* 
wandeln , welches einen Winkeln ACE habe , und worin die 
diesem Winkel gegenüberliegen de 4 Seite auf BC perpendi- 
kular liege. 

Geometrische Behandlung» 
Co n st r uction. 

Man falle auf* BC das Perpendikel AD herab, be- 
schreibe über BC einen Halbkreis , verlängere , wenn es 
nöthig ist , die Linie AD bis zum Durchschnitte mit dem- 
selben in E, ziehe die gerade Linie CE, und beschreibe 
aus C als Mittelpunkt einen Kreis mit einem Radius^=CE, 
welcher der BC in F begegne, errichte in F auf BC ein 
Perpendikel FG, und verlängere CA bis zum Durchschnitte 
mit demselben in G, so ist GFC das gesuchte Dreieck. 

Beweis« 

Es ist A ADC:A ABC = DC:CB =* DC*:(DC.CB , 

) CE* 

l CF* 

*» AADC:AFGC 
t_ — — 1 

also A ABC == AFGC. 
Zusatz. 

Bestimmt man den zweiten Durchschnitt f" desKrei* 
Ses mit der Linie BC, und errichtet in F' das Perpendi- 
kel F'G' bis zum Durchschnitte G' mit der verlängerten. 
AC , so ist auch ACFG' ein Dreieck mit derselben Ei* 
genschaft , wie leicht erhellet. 

Algebr. Auflösung. 

Setzt man FC x , CG =y , so ist xy = BC . CA 
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Es ist aber xjyj ==DC:«CA 

x*:xyl \ b 

= a.DC:ab 

also x* = a.DC 
folglich x a ±i/(a.DC). 

* 

Zusatz, i« 

Die Linien FC , CF stellen sich algebraisch untetf 
den Zeichen H dar. 

Zusatz 2. 

bx 

Es ist y = -g^ , also gehört dem negativen Wer- 

the von x ein negativer Werth von y zu , gleichwie die" 
Geometrie die Linie G'C der Linie GC entgegengesetzt legt. 

Zusatz 5. 

Weil die Algebra das Dreieck FCG' in demselben 
Sinne, wie das Dreieck FCG, dem Dreiecke ABC gleich 
nachweiset , so unterscheidet sie zwey Dreiecke , wel- 
che, wie die Dreiecke FCG, FCG , um Verticalwinkel 
liegen , nicht durch die Zeichen i — , uud nennt nicht 
das eine das entgegengesetzte des anderen. 

Zusatz 4* 

Da der Inhalt des Dreieckes F'CG') f ACFG 

CF'.F'G' \ = )CF.FG 
1 ) ( 2 

ist, so muss, weil FC in Beziehung auf FC negativ ist, 
FG' negativ seyn, in Beziehung auf FG. ' Die Algebra 
'unterscheidet also Linien, welche, wie FG , FG', auf 
verschiedenen Seiten einer geraden Linie BF', und, von ver- 
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■= a . b , wörinl 
BC=ra , CA=b 
gesetzt wird* 



Aufgabe XI X, 7g 

schiedenen Punkten F , F* aus , einander parallel liegen , 
durch die Zeichen «+• — . 

Zusatz 5* 

Da endlich A F'CG'=FC.CG\sin.F'C G' , so ist, weil 
A^ 7 ' C G' positiv ist, F'C, CG' aber negativ sind, sin.F'CG 
positiv. Die Algebra unterscheidet also die Sinus zwey- 
er Vertikalwinkel nicht durch die Zeichen -f» — ♦ 



Aufgabe XIX. ( Fig. 19. )• 

Zwischen die Schenkel des Winkels , welchen die ge* 
gcbenen Linien HE , KF mit einander bilden , eine gera- 
de Linie HK der, der Lage nach gegebenen, geraden Li- 
nie PQ parallel zu legen , welche ein Dreieck HBR ab- 
schneide, dessen Flächenraum dem Quadrate der gegebe- 
nen geraden Linien a gleich sey,i 

§ 

Geometrische Behandlung. 
Analyst s. 

Es sey A^BK das verlangte, so ist, wenn BC=s=a 
genommen , das Quadrat ABCD coustruirt , durch den 
Durchschnitt F der Linien AD , KF die Linie FE#PQ 
gezogen wird, ABFE:AKBH)=ABFE: IBC* 

EB*:BH* I lABDM, wenn 

MA = AB ; 
= EB:BM (El. VI., 1.) 
= EB a :EB.BM 

also BH* EB.BM; 

mithin ist BH, somit H, und die Lage der' Linie HK ge- 
geben, 

1 

m ■ « 
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Construct ion. 
Matt mache BC = ä, construire das Quadrat ABC0; 
ziehe durch den Durchschnitt F der tinien KF , AD di£ 
Linie FE^jiPQ, nehme auf den Verlängerungen von Aß 
die Linien MA= AD, JLBtsrBE, beschreibe über ML, als 
Durchmessern, einen Kreis, welcher die Linie BH in fl 
schneide^ ziehe HK^PQ, so ist HBK das verlangte Dreieck* 

Beweis» 

Es ist HB* = LB.BM (El. VL 17.) 

also EB a :BH 3 ) = EB-:EB.BM 
ABFErAKBHl = EBiBM 

= &BFE: ( ABDM 
< BC 3 

— — ^-i ; . — a 

folglich AKBH = a** 
Zusatz. 

Zieht man durch den zweiten Durchschnitt H'des Kreise» 
und der Linie EH die gerade Linie H'K' der Linie PQ 
parallel, so ist aüch , wie von selbst erhellet, H'ßK' ein 
Dreieck mit der gegebenen Eigenschaft. 

Algebraische Behandlung. 
Bezeichnet man HB mit *, so ist 

= EB.BM 
ä aa.EB 

also x = + i/ ü a .E& • 
Zusatz. 

Üie verschiedenen Werthe von x bezeichnen offenbar 
nichts anderes, als die Linien BH, BH'. Und da das 
Dreieck H'BR'=+a 2 , wie das Dreieck HBK, so unter- 
scheidet die Algebra gleiche Dreiecke, welche" in Verti- 
kalwinkeln liegen , nicht durch die Zeichen + — . 
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Aufgabe XX. (Fig. 20.) 

Durch einen innerhalb des gegebenen Winkels DCE 
gegebenen Punkt ö eine gerade Linie AB zwischen die* 
Schenkel das Nebenwinkels zu legen ^ dass das Dreieck 
ACß dem Quadrate der gegebenen geraden Linie q gleich 
werde. 

Algebraische Auflösung. 

Es sey ABC das verlangte Dreieck , so ist , wenn 
OD der Linie CE parallel gezogen, und A^RC dem 
Dreieck ABC gleich gemacht wird, 

AC:(CDn=KC:CB 

lOEÜ ,wennÖE#DCj 
CB.BE 



also BC:iEB-BCl=CK:4BC-CK. 
\ CE j l KB 

: s 

folglich CB.BKWEC.CK. 
CBCBC— CK)[ ) 

xjx-CK)) |a.CK* i^enn CS s 1^ 

CE = a gesetzt 

. . : . . . ™* i 

mithin (x— \ CK) a = JCK a +a.CK 



demnach x £CK±i/(JCK*-f-a.CKO< 
Da ADCK = AABC 



= q 3 



so ist auch jKC.CF= q a , wenn CF auf BC pe¥-» 

pendikular aufgerichtet 4 
u. bis zum Durchschnitt 
mit OD Verlängert wird; 



— 



also RC «* 



CF 

6 
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1 q* 

ss -~~ , wenn matt CF » b 
setzt ; 

Es hat mithin x zwey der absoluten Grösse nach un- 
gleiche Werthe, wovon der eine positiv, der andere 
negativ ist. 

Geometrische Behandlang. 
A n a 1 y s i s. 

Ist ABC das gesuchte Dreieck, so ist nach Obigem 
CB*BK«EC.CK. Da EC , CK. gegeben sind, und 
CB— BK = KC, so ist (Euclids Data 84.) CB , somit der 
Punkt B und die gerade Linie OB gegeben. 

Construction. 
Man mache OD # CE , richte in C auf BC ein Per- 
pendikel auf, welches der Linie OD in F begegne , neh- 
me auf derselben CH = 1 q , auf CB die Linie CG = q , 
ziehe die gerade Linie FG , und durch H eine derselben 
parallel laufende , die Linie CB in K schneidende , Linie, 
mache OE Q CD , beschreibe über KE einen Halbkreis, 
welcher die Linie CH in M schneide , halbire CK in Q , 
beschreibe aus Q als Mittelpunkt einen Kreis mit einem 
Halbmesser « QM , welcher die verlängerte CK in B er- 
reiche , und ziehe die , die Linie CD in A schneidende , 
gerade Linie OB , so ist ABC das verlangte Dreieck« 

Beweis. 
Es ist CB.BK = CM* 

* KC.CE 

also BC:CE = CK:KB 
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folglich CBrlBC+CEM-KC.ICK+KB 
l BE i[ l CB 
AC.COEl 
ICD 



mithin AABC = AKCD 

«JFC.CK 

= | HC • CG , weil FC.Ctt 

=>GC:CKj 

= i • ^q* q 

Zusatz 1* 

Der Kreis , dessen Mittelpunkt Q ist , schneidet auch 
die verlängerte KC ip einem Punkte B' , welcher , weil 
QM<QE «El. III. 7.), zwischen C, E liegt , so dass 
also die gerade Linie OB' in ihrer Verlängerung der ver- 
längerten DC in einem Punkte A' begegnet. 

Auch ist CB'*B'K=*CM* 

=KC.CE 

folglich B'CrCE Z CK:K# 



mithin CB'.IEC-CB 
I BE 
A'CmOE) 
ICDJ 



i = KC:(B'K— KC 
i CCB' 



somit AA'B'C = AKCD 
Zusatz 1. 

Der negative Werth von x bezeichnet die Linie CBj 
welche mit der durch den positiven Werth bezeichneten 
Linie BC in gerade entgegen gesezter Richtung liegt4 
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» Zusatz 3. ' 

Der negative Werth löset dieJAufgabe ganz in dem- 

« 

selben Sinne auf, in welchem sie der positive auflöset* 

Zusatz 4- 

Da das Dreieck A'B'C eben so , wie A ABC s -f. q? 
gefunden wird, so werden zwey gleiche Dreiecke, welche 
wie diese , um Vertikalwinkel liegen , von der Algebra 
nicht durch die Zeichen + — unterschieden. 

Zusatz 5. 
Da AA^|«A'CXB'.sin.A'CB' 

AABC j 
AC.CB.sin.ACB/ 

» * 

so ist sin . A'C B* = sin . ACB , somit sin . A'C Bf 
positiv, wie sin. ACB. Es haben also die Sinus zweyer 
Vertikalwinkel einerley Zeichen. Sind mithin zwey Si- 
nus der absoluten Grösse nach einander gleich , in den 
Zeichen aber verschieden , so sind die ihnen zugehörigen 
Winkel nicht Vertikalwinkel. 



Aufgabe XXI. (Fig. ai.) 

Von einem innerhalb eines gegebenen Winkels GBA 
gegebenen Punkt O eine gerade Linie zu ziehen, welche 
den einen Schenkel und die Verlängerung des anderen so 
schneide, dass das Rechteck aus den Segmenten, welche 
zwischen diesen Durchschnittspunkten und der Spitze des 
Winkels liegen, dem Quadrate der gegebenen geraden 
Linie q gleich sey. 



Digitized by 



Aufgabe XXL 85. 

i 

Geometrische Behandlung. 
Analy si s. 

Es sey Ox die gesuchte Linie, also LB.Bx«aq* # so 
ist , wenn OA der Linie BG parallel gezogen , und 
OA . BE ==q* gemacht wird , 

LB.Bx = OA.BE 



also OA:LBl=«= xB:BE 
Ax:xBJ 



folglich AB:Bx = xE.EB 

_ 

mithin Bx.xE = AB.BE. ' ' 

Da AB , BE gegeben sind , so ist Bx.xE , und weil 
Bx — xE=BE ist , auch Bx , somit die Linie Ox der Lage nach 
gegeben, 

Corst r uction. 
Man ziehe die geraden Linien GO , OA den Linien 
AB , BG parallel , nehme HB ss BK = q , ziehe die , die 
verlängerte AB in E schneidende, Linie KE der ge- 
raden Linie GH parallel , beschreibe über AE einen 
Halbkreis, welcher von dem auf AB aufgerichteten Per- 
pendikel BM in M geschnitten werde , halbire BE' in F f 
ziehe die gerade Linie FM , und beschreibe aus F als 
Mittelpunkt einen Kreis mit einem Radius = FM , wel- 
cher, der verlängerten BE in x begegne, und ziehe die, 
die Linie BG in L schneidende , gerade Linie Ox, so ist dieselbe 
die verlangte. 

Beweis. 
Es ist Bx.xE » BM* 

* AB.BE 



also AB.Bx = xE;EB 



folglich Ax:xBi=» xB;BE 
0\-BL| 
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mithin LB.Bx *= OA.BF 

== GB.BE 
« HB.BK. 

Zusatz. 

FM! 

Fx' 

4er Punkt x' zwischen den Punkten A , B , also schnei- 
det die gerade Linie Ox' in ihrer Verlängerung die Ver- 
längerung von GB in einem Punkte L/. , 
Auch ist Bx'.x'E =siAB.B£ 



— " " — — — • 

Nimmt man auchFx'^F'M, so liegt, weil F1 ^<FA, 

Fx l 



folglich AB.Bx =? x'E:EB 



mithin Ax':x'B/= x'B:BE 
OA:BL' J 



somit L'B.Bx' = OA.BE 



demnach ist eine zweite Linie Ox' mit der gegebenen Ei- 
genschaft gefunden. 

Algebraische Auflösung. 
Es sey Bx = x, so ist 

x(x— BE)I = AB.BE 
x a -x.BEI sä c.BE, wenn AB = c ge- 
setzt wird; 

folglich x*-x.BE+jBE a = |BE*+c.BE 



mithin x =r§ BEii/(jBE*+c.BE) 

wenn GB=OA=rb gesetzt wird; 
demnach hat x zwey ungleiche Werthe, wovon der eine 
posi der andere negativ ist, und jener die Lixue Bx , 
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dieser die Linie Bx' bezeichnet, von welchen die eine der an- 
deren gerade entgegengesetzt ist. 

Znsatz. 

Da sowohl ALBx, als AL'Bx'=*q*, so unterscheidet die 
Algebra Dreiecke , welche , wie diese , in Vertikalwinkeln 
liegen, nicht durch die Zeichen +— • 

Aufgabe XXII. (Fig. aa.) 
Ein Dreieck zu beschreiben, dessen Winkel und Flä* 
chenraum gegeben seyen. 

Algebraische Auflösung. 
JEs sey ABC das gesuchte Dreick , so ist 

CA: AB sts sin B:sin.G 
AB; BD = i:sin.A 




also AC:BD( sin. B;sln, A.sin .C 
AC*:AC.BD{ 

folglich AC*: \ A C.BD 1 sin , B.sin A.sin . C. 
Setzt man AC=x, und soll der Flächenraum dem 
Quadrate der gegebenen geraden Linie q gleich werden t 

so ist x a ;q a = asin.B:sin.A.sin.C 

~ . .■ 

q*.asin . B 
mithin x* = — . - . - 
sin. A.sin.C 



. + r asl n.B *\ 

also , =* ^^——J 

Der Werth von BD , welcher m ^ , 

a q* 



wird 



V sin ,A . sin 

/«in.A. sin.CN 
-£aq V\ : S ) 

^asin, A.ain.C\ 
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, * 

Geometrische' Behandlang. 
A n d 1 y s i 8. 

Es sey ABC das gesuchte Dreieck , BD perpendl* 
kular auf AC , AQ#BD , AQ = * q , QE#AC. Durch 
den Durchschnitt E der Linien QE, EA sey EF#BC 
gezogen , auch EG perpendikular auf AF gefällt. So 

ist CA: AB = FA.AE 
AB.BD = AE:EG 



TT" 



also AC:BD) = AF.EGr 
AC*:AC.BD( 



fplglicli AC*: \ ( =, AF; (j EG 

q V ) AI, 

i q 

= q.AF:q a 

i, . * 

mithin AC* = q.AF 

/ - 

somit q:AC =; CA:AF. 
Da q gegeben ist, uud AF gefunden werden kann, 
so lässt sich AC und das ganze Dreieck ABC finden. 

• 

Construc tion. 
Man mache FAE = dem einen der gegebenen Win- 
kel, richte in A ein Perpendikel AQ = 2q auf , ziehe 
der Linie AF die Linie QE parallel , welche der Linie 
AE in E begegne , lege in E an AE den Winkel AEF 
dem zweiten der gegebenen Winkel gleich , bezeichne mit 
F den Durchschnitt der Linien AF , FE , verlängere Q A 
um AH =* AF, halbire QA in L > beschreibe über LH, 
als Durchmessern, einen Kreis., welcher die Linie AF in 
C schneide , und ziehe CB#EF , so ist AEIG das verlang* 
\e Dreieck 
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Beweis. 
- Es ist LAhAC = CA.jAH 
I | AF 



also AC* = q.AF 

folglich AC*:q* =*= q.AF:q* 

AF:( q 
AL 



£ EG , wenn EGF 



AC: J BD 
= AC 2 :JJ AC.BD 
A ABC 



■ 



mithin A ABC = q*. 

Zusatz i. 

Zieht man durch den zweiten Durchschnitt C' des 
Kreises mit der Linie FA eine gerade Linie C'B' mit EF 
parallel, und verlängert EA bis zum Durchschnitt mit 
derselben in B', so ist auch 

LA:AC CA.lAH 

(AF 

also AC' a = LA.AF 

folglich AC'»:q* = q.AF:q* 

=*= AF:i q 

f§EG 

« AC: i B D' , wenn B'D'A 



•« 



AC'»:(J AC'.B'D' 
} AAB'C 
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{mitbin A A B'C = <j*. f 

Zusatz 

Pas Dreieck AB'C, welqhes um den Verticalwinkel 
des Winkels BAC liegt , ist nicht in einem solchen Ge- ' 
gensatze zu dem Dreiecke ABC, wie ihn dieAigebra durch 
die Zeichen i ausdrückt 

Zusatz 3. 

Die Geometrie construirt zwey gleiche , in entgegen- 
gesetzter Richtung liegende, Grundlinien., gleichwie die 
Algebra zwey absolut gleiche, mit entgegengesetzten Zei- 
chen versehene Werthe für dieselben angiebt. 

Z u # a t z 4. 

Da die Algebra auch für CB zwey einander gleiche, 
mit entgegengesetzten Zeichen versehene, Werthe angiebt, 
und die Geometrie die geraden Linien CB, CB', welche 
einander parallel sind, construirt, so unterscheidet die 
Algebra zwey einander gleiche , auf verschiedenen Seiten 
einer geraden Linie liegende, einander parallele, gerade 
Linien durch die Zeichen H . 

Zusatz 5. 

Dasselbe gilt von den beiden Perpendikeln BD , B'D', 
welche die Algebra durch — unterscheidet. 

Zusatz 6. ' 

Da AC'.C'B'.sin . AC'B'=q*, gleichwie AC.CB.sin .ACB 
Ä q 5 , so hat sin. ACB' das Zeichen , wie sin. ACB. 
Die Winkel ACB' und ACB, welche Wechselwinkel • i 
zwischen parallelen geraden Linien sind , sind also nicht 
solche, deren Sinus die Algebra mit entgegengesetzten. 
Zeichen versieht. 
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Aufgabe XX III. (Fig. *3.) 

Von einem Punkte C der Peripherie eines gegebenen 
Kreises ein Perpendikel CB auf den gegebenen Diameter 
GH zu fallen , dass das Rechteck aus diesem Perpendi- 
kel und dem zwischen demselben und dem Mittelpunkte 
A gelegenen Segmente des Diaineters dem Quadrate der 
gegebenen geraden Linie q gleich sey. 

Geometrische Behandlung. 
A nalys i s. 

Es sey C der gesuchte Punkt, so ist, wenn das Per- 
pendikel BO auf AC gefällt wird , 

AC.BO = Aß.ßC 

= q* 

■ 

also AC:q = q:B(); 
folglich ist BO der Grösse nach , somit das Dreieck ABC 
der Art und Grösse , mithin auch AB der Grösse nach, 
also der Punkt B, so wie der Punkt C gegeben» 

G on str ueti on. 

Man eriTchte auf GH in dem Punkte A ein Perpen- 
dikel , nehme RA r= AP = q , ziehe die gerade Linie 
GR, mache PL^(:GR, bezeichne den Durchschnitt der 
Linie PL und der Verlängerung von AR mit L , lege 
durch L die Linie LN^(:GH, beschreibe über AG als 
purchmessern einen Rreis, welcher die Linie LN in M 
erreiche, ziehe die gerade Linie AM, mache Aß=AM , 
und errichte in B ein Perpendikel auf AB, so ist der 
purchschuitt desselben mit dem Kreise der gesuchte Punkt. 

- * 

-* 

I 
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Determination. 

Damit der Kreis über AG der Linie LN begegne, 

xnuss = 

AL < |AG seyn 

also PArALV^CPDi: JAG 
GA. j AK) l q j 



folglich JAG* q» 



mithin AG* > aq* 

Beweis, 
Es ist AG* aq* 



also JAG* > q* 

folglich AGiqf^ q:J AG 
q.-ALl 2 * 



mithin AL Ä JAG; 

< 

demnach berührt , oder schneidet der Kreis die Linie LN 
in einem Punkt M. 

Ferner ist CA = AG, BA = AM 



— -» 



also CB = GM 



folglich GB.BA = GM.MA 

= GA.AL 
= RA. AP 
= q*. 

Zusatz i. 

Macht man auch B'A« AM, und errichtet in B' 
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ein den Kreis in C schneidendes Perpendikel auf GH , so 
ist auch C' ein Punkt mit der gegebenen Eigenschaft. 

Z u satz 2. 

Ist der Punkt M ein Berührungspunkt , sp giebt es 
die angegebenen beiden Punkte C , C' mit den ge- 
gebenen Eigenschaften. Ist der Punkt M ein Durch- 
schnittspunkt , so bestimmt der zweite Durchschnitt N 
noch zwey andere Punkte mit der gegebenen Eigenschaft, 
wie von selbst erhellet. 

» 

Algebraische Darstellung. 

Setzt man AB = x , BC » y , AH = r , so ist 
x a -*-y 3 = r a , xy=q* 

folglich x*h- axy-hy a = r 2 +2q a , x a -2xy+y a — r'-2q* 

also xn-y = 2t 1/ (r 2 -»-2q a ) , x- y = ^ V( r * — 2 q 2 ) 



mithin x =s 



y = + 





r*-2 q 2 ) 


2 

± y(r 2 + 2q a )7l/(i 


•*-2 q 2 ) 


2 




x, y vier Werthe 




|/(r 2 -#-2 q 2 )-t- ^(r 2 — 


-2q*) 


2 




l/(r a + 2q a )-i/(r a - 




2 




*/(r 2 -*-2q*)— i/(r a - 


aq») 


2 




V/(r 3 -t-2(} 2 )-4-i/(r a 


2 q») 


2 






- aq ») 


2 




l/(r a + 2q 2 )-4-|/(r 2 - 


-sq*) 
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2 



(r 2 -4- 2 q*)— i/ ( p a - 2 q*) 

— u. . . , ■ 1, „ r _ 



2 



von welchen die Werthe von x ohne Zweifel nichts an- 3 
deres bezeichnen, als in der Ordnung die Linien AB", AB, 
AB'", AB', die Werthe von y die Linien B"C", BC i 
B"'C", B'C\ 

Zusatz, 

Wenn man aus der zweiten Gleichung den Werth 
Von y * I genommen, und x a +-L- Ä r * gesetzt hätte, 

X X 

t * 

so wäre x a -f q* r*x a gefunden worden i 

.11 

also x 4 — r 2 x* = q* 
folglich x*'- r*x a +Jr* = q4 

mithin x a = i ra ±.I^(Jr« - q*) 



somit x = ±l/(Sra±|/(Ji4-q*))« 

Es hätte demnach x ebenfalls vier verschiedene Wer- 
the erhalten i welche mit den oben gefundenen einerley 
sind. Und sämmtliche lösen die Aufgabe in dem Sinne 
ihrer Aussage auf« 



1 - 



Aufgabe XXIV. (fi g# 24. ä. b.) 

Von einem gegebenen Punkte O durch zwey gegebe • 
ne, einander in F schneidende, gerade Linien AB, CD 
eine gerade Linie OxL zu ziehen , dass das Rechteck aus 
dem Segmente Fx und dem, zwischen dem Punkte L und 
dem auf der Verlängerung von DF gegebenen Punkte G 
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gelegenen, Segmentei|GL dem Quadrate der gegebenen ge- 
raden Linie q gleich sey. 

Geometrische Behandlung« 
A n a 1 y s i 8# 

Es sey OL die gesuchte Linie, so ist, wenn OH 
der Linie AB parallel gezogen, und OH.GEs?q* ge- 
macht wird, OH GE » Fx.GL 

also OH:FxJ=: LG;GE 
HL:LF) 

folglich MF: FL = LE.EG 

mithin FL.LE * HF. EG. 
Da HF, EG gegebene Linien sind, so ist das Recht- 
eck FL.LE der Grösse nach, und weil FL-wLE — FE ge- 
geben ist , die Linie FL, der Punkt L, und die gerade 
Linie OL gegeben. 

C onstrn et i on 

Man mnehe OP#FC , GP#AB , QG = GT=*q , ziehe 
die J inie QE der geraden Linie PT parallel , beschreibe 
über FE einen Halbkreis, richte auf GH die Perpendi- 
kel NF , EM auf, nehme NF ^FH, ME = EG , ziehe ' 
die gerade Linie MN , welche dem Halbkreise in R begeg- 
ne, lasse auf FG das Perpendikel RL herab , und ziehe 
die gerade Linie OL, so ist dieselbe die verlangte. 

* 

D etermin a ti o n. 

Damit MN dem Halbkreise begegne, müss 

EM.FN1- jFE a seyn, 
EG.FHi 

also 4EG.FH == FE* , 
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folglich o ~ |FG a — 2FG .GE+EG 3 — 4EG.FH 
< iFG a — 2 EG (FG+2FH) -i-EG* 

^ — • 

mitti. (FG-mHF)*) = FG^2EG(FG 4 2FHHEGH(FGf2FHp 

FG 2 +4GF.FH+[ < 

4HF a ) 

somit 4FH.HG= ^2EG(FG+2FH)-fEG a +(FG+2FHp. 

Da das Aggregat der Glieder, welche rechts vom 
Zeichen der Gleichheit liegen, sowohl = (EG-(FG^2FH))*, 
als = ( ( FG -4- 2 FH ) — EG ist, so muss entweder 

2 V (FH . HG)=EG— (FG4-2FH) , oder 
2V'(FH.HG) = =(FG+2FH)-EG seyn , 

also entweder FG+2 FH + 2V/ (FH.HG) Ä EG i 
oder EG = FG-+- 2FH— 2 (FH.HG) 



folgl. entweder (FG+ 2 FH + 2 V (FH.HG)O H)) ) — ( EG.OfI 

(GH+HF+2v/(GH.HF)0flJ < lEG.GP 

JQG.GT 

oder EG.OHJ ~f(FG 1 2FH~2i/(FH.HG))0H 
EG.GP I < i(GH-h HF -aj/ (GH.HF))OH 
QG.GTj 

Oder es ist 2|/(FH.HG)~11.(EG— (FG+2FH))» 

< l±(EG-(GH- f -HF))2 

also entweder GH+HF+2i/(GH.HF) == EG 
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folglich OIIcGH+HF+a^GH.HF^/EG.OH 

< ' EG.GP 
QG.GF 

oder EG = GH+HF— 2^ (GH.HF) 



mithin EG.OH» ~OH(GH + HF-ai/(GH.HF)}, 

Jenes ist die Determination für den Fall , dass der" 
t*unkt L zwischen G, F, dieses für den Fall, dass der-» 
selbe auf der Verlängerung von GH liege. Beide De- 
terminationen führen auf die Bedingung, dass 4GH.HF a * 

EG ft — .2EG(FG-4-2FH)+(FG+2Ffi)a werde, und finden 
durch das doppelte Zeichen + vor der Wurzelgrössd 

(EG-(FG+2FH)) ihre Erledigung* 

< 

Beweis» 
Es ist für den einen Fall 

* 

OH(GH-t-HF + a^(GH.FH)J*j' q* 

OG.GF* 



EG.GP 
IEG.OH 

— ■ 1 1 • • • • -» 

also GHh-HF+3v/(GH.HF)^EG 



* 



folglich 2^(GHJIF)=IEG_(Grj + HF') 

?tEG-(FG+ 2 FrI) 

— ; i — l 

mithin 4GrJ*HF= EG^- 2 EGcFG + 2 FHjl+(t i G+2pH)^ 

Für den anderen Fall ist q* ? Ä 0H(<iä+HF-2V(öH'rlF)) 

EG«OHl 
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also EG Ä GH+HF— 2^(GH.HF) 



folglich 21/ (GH.HF*)(GH+HFHEG)i 

)fg+2FH-eg( 

mithin 4GH.HF=(FG+2FH)^-2EG(FG+ 2FH)+EG* 

< — . i — — 

demnach in beiden Fällen 

PGHGF.FH+4FH^FG^2EG(FG + 2FH)+EGV(FG + 2FH)< 



(FG-f2HF)* 



4-— 



somit o Ä IFG*— 2EG(FG-t-2FH)4-EG* 

< \ FG* - 2FG.GE 4- EG* - 4FH.EG 



also 4 FH.EG ~ FE* 
folglich FII.EGp JFE* ; 

mithin erreicht die Linie MN den Halbkreis in einem 
Punkte R, so dass 

FL .LE =s EM.FN (S. die Bücher des 

Apollonius von Per- 
ga de sectione 
r a tio n is, frey be- 
arbeitet von Diester- 
weg, Berlin 1824* 
p. 1.) 

= FH.EG 



demnach HF:FL = LE:EG 



also HL:LFf = LG.GE 
OH.Fxi 
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folglich Fx.LG = OH.GE 



Zu sa t z. 



Es erhellet von selbst , dass es in beiden Fällen ei- 
ne einzige , oder eine zweite Linie mit der gegebenen Ei- 
genschaft giebt ; je nachdem die Linie MN berührt , oder 
schneidet* 

Algebr. Auflösung. 

Es muss nach Obigem der Punkt L so" bestimmt 
werden, dass FL. LE* HF, EG wird. Setzt man FL = x; 
älsd LE = FE — x , so muss seyn 

x(FE— x) = HF. EG 

also x*— FE.x-t-jFE* = |FE* HF. EG 



folglich x = |FE+ */(JFE*-HF.EG) 

» |(FG-GE)±^(i(FG- GEp- HF EG} 

= l(FG-^t^a(FG.2l) 1 -HF.£) 



mithin x = iC FG OH-q a ) ± ✓ (^FG.OH-c^-HF.OH.q^) 

OH 

Zusatz i. 

Es hat x zwey, einarider gleiche, oder ungleiche, reelle 
positive Wcrthe, wenn 

i(FG.OH— q*)* = FH.HO.q* 



also FG*.OH*-2FG.OH.q*-*-q4 ~ 4FH.HO.q* 

4 • 

folglich q*-»(FG+*FH)OH.q a l 5SB _FG*.OH* 

q*-2(GH + UFjOH.q*I > 
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somit q*-2(GH+IIF)OH.q a + 

(GH+HF)*.OH 2 Ä /(FG+2FH)OH*-FG a .OH* 

> ' (FGM^F.FH^FIPjOH*- 

FG a .OH* 

4(GF+FH)FH.OH a 

4 GH. HB*. OH* 
■ ■ . - . * 

demnach entweder qMGH + IIF)OH > 2^(GH.HF)HO 

also q a ~ (GH . HF +9. V (GH. HF))OH 
oder (GH+ HF)OH— q a 33 2 0H*/(GH.HF) 

also q a = (GH «4- HF - ai/ (GH.HF))OH. 
Daraus erhellet , dass, weil die beiden oben angedeu- 
teten Fälle ihre Determination in demselben Ausdrucke 
liegen haben , der doppelte Werth jener Wurzel von 
q*— a (GH + HF) OH . q* + (GH + HF) a OH a eine reelle 
Bedeutung habe. 

Zusatz 2. 

Die Geometrie legt Wieder die Linien , welche die 
Algebra mit dem Zeichen ( + ) behaftet, von F aus in 
dieselbe Richtung. 

Auf gäbe XXV. (Fig. *5.). 

Ein Dreieck auf einer Grundlinie = der gegebenen 
geraden Linie a zu beschreiben , in welchem die Radien 
der um und in dasselbe zu beschreibenden Kreise den gei- 
gebenen geraden Linien R , r gleich seyen. 

A n a I y s i s. 

Es sey ABC das gesuchte Dreieck , so ist , wenn BC 
als der Lage nach gegeben angenommen wird, der um 
dassUbe zu beschreibende Kreis der Lage und Grösse nach 
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gegeben. Zieht man die, die Spitze A und den Mittel- 
punkt D des in das Dreieck beschriebenen Kreises ver- 
bindende, gerade Linie AD, so istBAD=DAC, oder, wenn 
die Verlängerung von AD den grösseren Kreis in G schnei- 
det , BAG » GAC , also arc . BG = arcGC , mithin der 
Punkt G, somit die gerade Linie BG gegeben* 
Ferner ist GBD - GBC+CBD 

(GAC1+DBA 

IdabI * :\ v. 

« GDB , :: * 

, , - , • - • - 

also BG = GD ; 
mithin liegt der Punkt D auf dem Umfange eines gegebe- 
nen Kreises. 

Fällt man von D auf BC das Perpendikel DL , so ist 
DL = r, folglich liegt der Punkt D auch auf einer, der 
Linie BC in einer Entfernung « r parallel gezogenen , , 
geraden Linie , mithin ist er gegeben , somit die von dem 
Punkte B an den aus D als Mittelpunkte mit einem Ra- 
dius = r beschriebenen Kreis gelegte Tangente , also auch 
der Durchschnitt derselben mit der Verlängerung der Li-» 
nie GD , folglich das Dreieck ABC gegeben. 

Gonstrnction. 
Man mache BC = a , beschreibe um BC als Sehne 
einen Kreis, dessen Radius =■= R, halbire dessen Bogen 
BGC in G, ziehe die gerade Linie GB , beschreibe aus. 
G als Mittelpunkte einen Kreis mit einem Radius = GB, 
halbire LC in F , ziehe die gerade Linie GF , nehme auf 
der Verlängerung derselben. KF«? r t ziehe der Linie B€J 
die Linie KD parallel, welche dein Kreise, dessen Mit- 
telpunkt G ist , in D begegne , beschreibe aus D als Mit- 
telpunkt einen Kreis mit einem Radius a=r, lege an den- 
selben die Tangente BA , welcher die gerade Linie GD ia 



■ 
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ihrer Verlängerung in A begegne, und ziehe die gerade 
Linie AC , so ist /\ABC das gesuchte. 

Determination. 
Damit die Linie KD den Kreis erreiche , dessen 
Mittelpunkt G ist, muss , wenn die verlängerte GF dem 
Bogen BHC in H begegnet, 



♦ 
♦ 



* . . . • - - 



• • « 



« « 



r ~ (FH seyn; 
}hG— GF 
(BG - GF 



also r+GF ~ BG 



folglich r*-«- 2 r.GF+GF* = \ BG * 

< IBF*+FG* 



mithin r*H-2r.GF Ä ]BF* 

a? 



< Ji 



4 



somit GF* = *- 
GOl 
R ) 



-OFj 



R-* a — = OF 

2 1" < 



also (W-^7~,0F* 



folglich Q- 



2Rr-$a a -*-r a v* „ Ä 

— 1 J H-Ia a . R* 

2r V < 



j^in/ 4R*r*-]^ 

somit — Ria* -4-/^ +4Rr 3 + Ja a r»+r4 = o 
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■ 

demnach ^ a 4 +§a*r a -*-r 4r= Rr(a*— 4**) 



4>(Ja*— r») 
/ (|a 9 +r°)» 



Beweis. 

Es ist V"77-^ R 

* lso 17 ) ^OF* 



folglich R— — < OF 



mithin R— OFJ^ r* 
GF i < ~T 



somit 2r.GF ia a -r^ 

demnach r a + ar # GF = j£a a 

< \ BF* 



also r 3 +2iGFnhGF a ^IBF^FG* 

< ) BG* 1 

■ . : • : — • 



folglich i +GF ™ BG 
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mithin r f^JBG— GF 
FK^) FH; 

demnach erreicht die Linie DK (Jen Kreis, dessen Mit- 
telpunkt G ist. " 

Auch ist DG = GB 

i 

also GBD r=| GDB 
CBDn-CBGl iGAB + ABD 



folglich CBG( = DAB; 
BCGi 

mithin liegt der Punkt A auf dem Umfange des Kreises 
BGC. Demnach ist GAG = GBC == DAß , also ist AG 
eine Tangente des Kreises NLM , folglich hat A ABC die 
'gegebenen Eigenschaften. 

Zusatz i. 

Es erhellet von selbst , dass es im Fall der Berührung 
des Kreises , dessen Mittelpunkt G ist , durch die gerade 
Linie KD , ein einziges , im Fall des Durchschnittes ein 
aweites, durch den zweiten Durchschnitt D" bestimmtes} 
Dreieck mit den gegebenen Eigenschaften giebt. 

Zusatz ?. 

Macht man auch KF = r , zieht die den Kreis , des- 
sen Mittelpunkt G ist, in D' schneidende Linie ]OD' der 
Linie BC parallel , fällt auf BC das Perpendikel D'L', be- 
schreibt einen Kreis , welcher D' zum Mittelpunkte, und 
D'L' zum Radius hat , legt an denselben die Tangente 
BM', welche von der Linie GD' in A' geschnitten werde % 
so ist GBD' Ul GD'ß • f 

^j ^^CBP' -CBG \ \ G A'ß-A'B D,' 

► 
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folg!. CBDV(A'BD'WGA'D\ ^CBG 
]d'BL'( I )BCG 

\ ABC ) > 
2 R - GAB I 
B A'D' J 



mithin B A'D'-4-BA'GJ=BCG+BA'G; 
i R \ 

demnach liegt der Punkt A' auf dem Umfange des Kreises 
BAC, also ist GA'C( = lGBC 

NA'D'S jßA'D', folglich berührt die 
Linie CA' den Kreis, dessen Mittelpunkt D' ist. Da er 
auch von CB in L' berührt wird , so ist AB A'C ein auf 
der gegebenen Grundlinie BC beschriebenes Dreieck, wel- 
ches in den Kreis BGC, dessen Radius = R ist , beschrie- 
ben ist, und von dem Kreise, dessen Radius = r ist, 
auswendig berührt wird. 

Zusatz 3. 

Es erhellet von selbst , dass der zweite Durchschnitt 
D'" der Linie K'D' mit dem Kreise, tlessen Mittelpunkt 
G ist, ein zweites Dreieck mit den gegebenen Eigenschaf- 
ten bestimmt, 

Zusatz 4* 

Sucht man die Determination für diesen Fall, so 
niuss , damit die Linie K D' dem Kreise , dessen Mittel- 
punkt in G ist , begegne , 

FK' 1 5=5 # FH' \ seyn , wenn 
r \ < | FG-t-GH' J ff denEnd- 
( UG + GF I punkt der 

Sehne MGIi' 
bezeichnet ; 
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also r— GF ~ BG 



folglich r*— 2 r.GF+GF* ~ f BG* 

lBF a +FG* 

- - 

mithin r a — ar.GF ^CBF^ 




demnach ÖF ^ R 



r a _ i n a 

2 V 



also OF* <(R ^-J 

R*_ |a*l 



folglich Ra < R^^ ira -.i a *)-f V ^.', .+1»» 
mithin 7 (>* " i*)< ^ 

k 

» 1 ■ — — ^» 

somit 4Rr 3 — Rra*} Ä l(r a - f a)*+a*r* 
4Rr(r*-Ja* 



demnach R < 

Zusatz 5. 

Ist r a > Ja*, so muss, damit der letzte Durch- 

r (r a + ia a ) 3 

sdmitt statt finde, R < ^ r ali a sj s 0 ? 11, Alsdann aber 
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ist zugleich R<|^Z^ mithin .st, weil ^C?i) 

• u ^ Og+i a *) a _ . demnach findet die Bfe- 

negatw wird , R < ^T a «_ r a3 1 ucmu<lw 

=(r*+Ja*)* . 
dingung der ersten Auflösung, dass R *>^7(i a a_7i) nicnt 

statt, d.h. diese Auflösung findet nicht statt. Ist dagegen 
ia* ? rV, so ist R< ^*f£ , also findet die »weilte 

* > ' 4 r ( r -l a ) 

Auflösung statt. Damit die erste statt habe, rouss nuri- 

mehr R = faTX?*) $Cyn# ES kÖnnen ^ d,eSCm 
Falle beide Auflösungen zugleich statt haben, oder nur dae 
eine. Desshalb hittc man in dem Beweise der Aufgabe, 

als man dahin gekommen war, dass r^+ar.GF 4GF* < BGt* 

sey, auch folgern sollen, dass — r— GF~BG sey, odcT 
da -r nichts anderes ist, als K'F , weil KF = -*-r gc» 
setzt wurde, dass K'F— GF~^BG sey, 

also K'F~ jBG+GF 
< 1 FH'; 

folglich K'F den Umfang des Kreises, welcher D zum 
Mittelpunkte hat, erreiche, u. s. w. Es ist mithin auch 
in Fällen , wie der vorliegende , das negative Zeichen vor 
der Wurzclgrösse durchaus nicht ohne Bedeutung, und 
nicht unbrauchbar. 

Zusatz 6. 

Weim ein Dreieck ABC in dem grösseren Kreise, und 
um den kleineren liegt, so ist nach Obigem 

BG = GD 
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also BG a l = j GD* 
BF*+FG*J IgR^-hRD* 



= (GFf FK) 3 fDO a - f OK» 

l(RF-FO)' 
= GF 2 f 2 GF.FK +RF2 + DO* - 
RF* f 2RF.FO - FO> 



folglich BF*-4-F02| = 2FK(GF+FO)+DO» 
BÖ» I = 2FK.GOH-DO* 



mithin BO*- 2FK.G0I = DO a . 
R* - 2R.r J 



Zusatz 7. 

Wenn ein Dreieck A'BC in einen Kreis AGC be- 
schrieben ist, und von einem anderen Kreise BM'N' aus- 
wendig berührt wird , so ist 

GBD'«= CBD^GBC 

2R— ( CBA 1 - fGA'C 

'd'bl' \ Jd'an' 

D B A' ) ( D A ß 

A'D'B 
GD'B 



also BG = GD' 



folglich BG 3 1-C GD'* 

BF a -*-FG a J IGK'a + K'D'* 

=(GF-FK*) a + D'0 2 -i ( OK'* 

t(R'F + FO)* 
= GF*- 2GF.FK +K F*+DO* 
-K'F2- 2 R'F.FO-OF a 



mithin BF*+F0 2 h=*D'Ö 2 — # 2 FK'(GF-t*FO) 
BO 2 I I 2FR.GO 
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somit BO'+üFK'.GOl = D'O*. 
R-4-aRr J 

\ 

* * 

Aufgabe XXVI. (Fig. 26.) 

- 

Ein rechtwinkliges Dreieck zu beschreiben , dessen 
Seiten geometrisch proportionirt seyen , und worin .eine 
Seile der gegebenen geraden Linie a gleich sey. 

Algebraische Auflösung. 
Es sey die Hypotenuse = a , die kleinere Katheta 
== x , die grossere = y , so rauss seyn 

\a:y = y:x 

~, also ax = y* 

= a 2 — x* 

folglich \ a H-ax = a* 

mithin x i -4-ax-4-J a a es Ja*. 

somit x = — Jat^CIa 2 ) 

Zusatz« 

Es hat x zwey Wcrthe, wovon der eine positiv, der 
andere negativ ist, der positive Werth I. leiner, der ne- 
gative aber, der absoluten Grösse nach, grosser, als a ist. 
Geometrische Behandlung. 
A n a I v s i s. 

Es sey ABC das gesuchte rechtwinklige Dreieck, seine Hy- 
potenuse = a , also CB.-BA = BA:AC 

so ist AC.CB == BA a 

= BC a -CA* 
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mithin AC.CB+CA*)^ BC*. 
AC(BC+CA)>= a* 
AC(a+AC) ) 

Da a gegeben ist , so ist AC , somit &ABC gegeben. 

Construction. 

Man nehme BC = der gegebenen geraden Linie a, 
hall'jire sie in D , richte auf ihr das Perpendikel CE auf, 
mache EC=CB, ziehe die gerade Linie ,DE , besclircibc' 
aus D als Mittelpunkte einen Kreis mit einem Radius — DE, 
wel cher der verlängerten BC in F begegne , beschreibe 
übe r BC einen Halbkreis , lege in denselben die Sehne' 
AU asCF, und zielie die gerade Linie BA, so ist ABC das 
gesi ichte Dreieck. 

Beweis* 

Es ist BF. FC )= CE* 
(BC-#-CF)FC>= CB* 
(BC + CA)AC) 

also BC.CA =r= BC*— CA* 
= BA 2 

folglich CBlrBA = BA.AC* ; , 
a f 

mithin ist ein rechtwinkliges Dreieck gefunden , worin 
die 1 Hypotenuse = a ist , und die Seiten geometrisch pro- 
portionirt sind. 

Zusatz I. 

Macht man CB'==GB, errichtet in B' ein Perpendikel 
C'A/ auf CB' , legt in den Winkel CB'A' die gerade Li- 
ni(t CA'=CF', wenn F' den anderen Durchschnitt des Krei- 
se» , welcher D zum Mittelpunkte hat, mit der verlängerten 
CB bezeichnet, / 

* 

■ 

* 4 
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so ist BF. FC l^jCE* 
(FC-CB)Fc( ICB*' 
(A'C-CB)A'C) 

also A'C*— CÖ**J= A'C.CB' 
AB* I 

folglich CB': B'A' = BA': A'C. 
Mithin ist ein rechtwinkeliges Dreieck A'B'C gefun- 
den , in welchem die Seiten geometrisch proportionirt sind > 
und eine Kathete = a ist, ' 

* Zusatz 2. 

Da CB:BA = BA.AC 



sö ist auch CB*:I BA a j = f BA a : AC* 

ICB.BG ' l CB.BG i BC.CG, wenn mau 

AGperpen- 
dikular auf 
BG zieht; 

also CB.BG = BG:GC 



folglich ML:LK = LK:KM, wenn BL die Ver- 
längerung von AB 
ist,FL#AC, LM 
#BC gezogen, u. 
AB, AG bis zum 
Durchschnitte mit 
LM in M und K 
verlängert werden; 

_ «. 

mithin LK' = KM. ML. 

Eben so ist CA: A B' = A'B : B'C , wenn B'HA' 

«= h; 
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also CA' 3 :* A B» 1 = 1 AB' 3 : B'C 3 
l CA'.AII I ICA'. AH:A'C.CH 

folglich CA': Ali = A'H : HC 

mithin A'H* = HC.CA'. 
Da MLs=CF==CA', so ist A'H= LK 

somit KM = CH 

» 

■ demnach AALM ~ A ABC ' 

« 

also A'CB'a = AML 
= ACB, 

folglich CA' die Verlängerug von CA. 

Zusatz 3. 

Der positive Werth von x= §a( — 1 4-^/5) bezeichnet 
die gerade Linie CF , der negative die ihr gerade entge- 
gengesetzt liegende CF , und es bestimmt diese , wie je- 
ne^ ein Dreieck , mit den gegebenen Eigenschaften , ganz 
und gar in dem Sinne der 1 Aufgabe. 

Zusatz 4* 

Wäre die algehraische Rechnung zuerst für das Drei- 
eck A'B'C' geführt worden, in welchem die Kathete B'C 
= a gesetzt, CA' mit x, A'B' mit y bezeichnet sey , so 
hätte gesetzt werden müssen 

x:y •= y:a 
■ ■ ■ ■ ■' 

also ax = y* 

= — a* 

folglich a a s x*-~ax 

mithin Ja* = {x— Ja) 3 

somit x = Ja+^da 1 ) 
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nnd' der positive Werth von diesem x wäre dem negativen 
des oben gefundenen, der negative dem positiven des oben ge* 
fundenen , der absoluten Grösse nach , gleich geworden« 



Aufgabe XXVII. (Fig, 27.) 

In einen gegebenen Kreis ein regelmässiges Zehneck 
zu beschreiben« 

Geometrische Behandlung. 
Analyst*. 

, Es sey BD eine Seite des gesuchten Zehnecks , so 
wäre , wenn die Radien BA , AD gezogen werden i 

BAD = AR 

also ABD = fR a ADB 

folglich BDC = |R = CDA =CAD, wenn der 

Winkel ADD 
durch DC 
halbirt wird) 



mithin BCD = |R, DCi* CA 

BDf 



somit AB:jBD'=DBl:BC 
)AC = ACf 



— — 



demnaph AC* = AB.BC 

also die Linie jACl gegeben (El. II, tt.) 

\BDI 

. Const r uetion^ 

Man ziehe den Diameter BL 4 lege auf denselben den 
perpendikularen Halbmesser AH, halbire den Radius AL 

8 
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in E, ziehe die gerade Linie KH , mache KC ^Ktf, 
und lege in den Kreis die Sehne BD =s= AC * so ist Bft 
die Seite des gesuchten Zehnecks. 

Beweis. 

Es ist (vcpm.El.II. n.) ACM« AB.BG 

BD*l 



■ < ■ . 



also AB: BD s* DB:BG 

folglich ADB(== BCD (ELVI, 6.) 
ABD< 



mithin CD 




■ 

DB 






AC 


demnach CAD 




ADC 


somit BCD 


r 


2 BAD 


ABD 






folglich BAD 




|R 






1% R > 



mithin ist BD die Seite eines in den Kreis zu beschreiben- 
den regelmassigen Zehliecks. 

» 

Zusatz. 

Macht man auch CK=KtI, nimmt BD' = AC in 
entgegengesetzter Richtung mit BD , gleichwie AC , AC 
in entgegengesetzter Richtung liegen , macht D' A'# AD , 
und verlängert AB bis zum Durchschnitte mit D'A' in A, 
so ist D'A'.A'ß = DA: AB 
also D'A' *■ A'B. 

Auch ist D'A'B « DAR 

» fR. 
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Beschreibt man also ehien Kreis , welcher A' zum 
Mittelpunkt und A'B zum Radius hat , so ist BD' die Sei- 
te eines in diesen Kreis zu beschreibenden regelmässigen 
Zehnecks. 

Algebraische Auflösung. 

Setzt man die Linie. AC=x , so muss seya 

x* = a(a— x) 



< ■ 



also x*+ax b a* 

. » 

folglich x a +ax + |a 2 == Ja* 

' * ■ • 

■ - 1 ■ — — — - — — _ 

1 

mithin x = — Ja + i/ Ja 7 , 

von welchen Werthcn der dem \ oberen V Zeichen der 

l unteren/ 

Wurzel entsprechende die Linie i AC », oder J BD f\ 

J AC 1 1 BD f 

bezeichnet. 

1 1 p 
■ ■ • ■ 

Zusatz. 

Bestimmt man r so , dass 

CA: AB = AC: r 

d. i. i/(Ja a j— f a:a = i/(äa*) + |a:r 

■ ■ 1 • 

f so ist r =c a — — — — - • 

l'(*a*)-$a 

Beschreiht man einen Kreis , dessen Mittelpunkt A' 
auf der Verlängerung von BA und Radius A'B=r ist , so ist 
die Seite y des in denselben beschreibbaren regulären 
Zehnecks = — § r±V/(|r 2 ), und der positive Werth von y 



l a — 

v / £a a -+-J a 

f-(Vfa^|a) 



— Ja 
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also y— §a ss v/|a* 
folglich y a — ay+Ja* = |a* 



y a — ay = a a . Da auch x*-4-ax = a* 
war, so ist der positive Werth von y dem negativen 
von x gleich. Und die Gleichung x l xa(a — x) löset also 
zugleich die Aufgabe auf, in jenen zweiten Kreis ein re- 
gelmässiges Zehneck zu beschreiben , weil die .Gleichun- 
gen für die Seiten der Zehnecke einerley werden. 



4f 



Aufgabe XXVIII. (Fig. *8.) 



Zwey ahnliche gerade Kegel zu beschreiben , deren 
Unterschied der Höhen = hFuss, Unterschied der kör- 
perlichen Volumina = b Cubilfuss sey, und wovon der klei- 
nere den Radius der Grundfläche =a Fuss habe. 

■ 

Auflösung. 

Es sey die Höhe RQ des kleineren RPL = x , also 
«Mies grösseren e=x-*-h , so ist, wenn ST den Radius der 
- J Grundfläche des grösseren RTV bezeichnet , 

x:a « x+h:ST 



x h 

also ST =a 

x 

* t 

folglich «jst» » ffa »^~y 

J 1 Kegel RTV = "-^Vh) 

na a (x+h) 3 
Ä 3x* 
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Der lohalt des Kegels RPL ist 

yra*x 
5 

wa a x* 

T "TS" 

na* 

mithin ist der Unterschied! = — 3 ((x-fh) 3 —x 3 ) 

b |==_(3hx»-f.3h*x+h3) 



demnach 3x*b = 37ra 3 hx a -*»5jra a h a x4-7ia 3 h 3 



somit 3(b-7ia 3 h)x*-3;ia 2 ü*x = 7ia*h 3 

. „ jra*h a 7ia*h a 
also x a - x = • 

(b-wa'h) 3(bwia a h) 
folg ich ^ h ^ nd 2y) — 4 ( b- Ä a^h)* 3(b-7ia*hJ 

M (*>- *a*h)*^ 3*(b-*a a b>y 

Ä 5 ««* h + 4(h-*a a lQ 

i2 7i(b— 7ia 3 hp 

1 

^ ' ^ h " ~ ■ Äa* h <'»••, 
12 ( b — »a a h ) a 



... 7ia a h a 
mithin x = 



a( b — 7ia a b)*""~ *(b~~aa a h) 

2{b -Tia» h)\ ~ V 3 
ispiel. Es sey a = j, h=.i, ba{}*, *> ist ' 

i ' ' f », '"' . 

* ! ! — i " ' ' ' (. .'. - ' 
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f(i±*) 

also hat x zwey Werth«. 

Es ist entweder x • «s § 

öder x = * — f • 

r ! : . Zt*satz$ i. 

Da die Algebra die einander der Lage nach entge- 
gengesetzten Linien durch die Zeichen* unterschei- 
det, so bezeichnet 4cr. Werth von x m f die Linie, $R 
= f , und der Werth von x = — f die derselben entge- 
gengesetzt liegende QR' «« *. Es Wird zugleich 
h -t- x entweder = f • 

.oder = 5"; — 

m u _ 

und r entweder = 3 —r . == i.ij 
• . :■; 4 ; - oder =V — — = — 1 ? > 



7 

; Kegel ÄtV entweder = n.\i .f r= ^HJ 
' oder = n.\\.&=n\%\ ; 

Kegel RPL entweder « «ft*. 

oder « TT. J. — a 2 r 71 = 



mitbin ist Kegel RTV — Kegel RPL 

entweder. = Ö3*-Ä)** u fit** =IH*=|S*=12* 
oder = (IIJ+Ä)» = = *K* = «*• 



. • i - *• 
, { ... . 



Zusatz 2. 



; Die.Algebra unter6cbeiaet zwey Kegel, welche eine 
Lage haben, wie PRL, PR'L durch die Zeichen -f- 
Da die Cylidder die dreifachen der Kegel von derselben 
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Grundfläche und Hohe sind , so werden auch die jenen 
Regeln correspondirenden Cylinder durch -f» — unterschie* 
den. Aehulichcs gilt von Pyramiden und Prismen. 

Zusatz 3. 

Es lösste obige Aufgabe zugleich die Aufgabe auf, 
zwey ähnliche gerade Kegel T'K'V , P R'L zu beschrei- 
ben , in welchen die Summe der Hohen = h , die Sum- 
me der körperlichen Räume =s= b , und der Radius der 
Grundfläche dbs einen = a sey. 



Aufgabe XXIX. 

r 

Unter allen geradstehenden Parallelepipedis , deren 
Inhalt dem Würfel der gegebenen geraden Linie c gleich 
ist, und' welche eine Seitenlinie * der gegebenen geraden 
1 Linie a haben , dasjenige zu bestimmen , dessen Oberfläche 
ausgezeichnet ist. . 

A u f 1 ö s u n g. 
Ist die zweite Seitenlinie^ x. also die dritte =«=— > 



so ist die 1 Oberfläche 



c* c 3 



c 3 c 3 

also die halbe Oberfläche! s axn* — I 

> x a 

v S 



dy c 3 
folglich - = a-- 



Damit y einen atisgezeichneten Werth erhalte, muss 

c 3 

mithin a — ~ = o seyn 
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c 3 

folglich x* m — 



i j i 



somit x 



, c» + c 3 

- " " - -TT?) 

d'.y 2C 3 x 



a 

Ferner ist 



2 C 3 
T 3 " 




Also ist y ein Minimum für *=*-*"V(~") , ein Ma- 
ximum für x m — ^(t")' Und 68 



c 



> a ' 

= i^(ac 3 )+v^(ac 3 )-*»- 

«9 ^H-a/fac 3 ) 
a -* 



■ 

1 
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9 

Alnmerkung i. 

Der Werth x = + ^(~) beantwortet die Frage in 

dem Sinne der Aussage, und bestimmt die Dimensionen 
des Parallelepipedums , dessen Oberfläche ein Minimum 

ist. Für den Werth x = — i/ ^— ^ werden die von x 

abhängigen Seitenflachen negativ y und es bestimmt der- 
selbe die Dimensionen desjenigen Parallelepipedums, in 
welchem der Ueberschuss der einen Seitenfläche über die 
von x abhängigen ein Maximum wird. Gleichwie die Al- 
gebra immer die positiven und negativen Werthe von x 
bestimmt , welche einer Gleichung Genüge leisten , so 
fasst sie in einer 1 einzigen Gleichung die Beantwortung der 
Fragen zusammen , unter welchen Umständen die Summe 
dreyer Seitenflächen eines Parallelepipedums, oder der Ue- 
berschuss einer derselben über die übrigen eiuen ausge- 
zeichneten Werth erhalte. 

Anmerkung 2. 

Das andere Parallelepipedum fällt in den Vertical- 
winkel desjenigen , in welchen das erste fällt. Da aber 
der Inhalt beider » c 3 , so unterscheidet die Algebra 
zwey in dieser Weise gelegene einander gleiche Parallele- 
pipeda nicht durch die Zeichen — , 

r 

■ 

Aufgabe XXX« 

Wenn g den freien Fallraum eines KÖrpei« in der 
ersten Sccucde bezeichnet, zu finden, nach wie viel Sc* 
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cunden er sich am Ende einer verticalen Linie von S 

Fuss befinden werde. 

:ti « ; ,f Auflösung, 

Es ist, wenn t die gesuchte Anzahl der Secunden 
bezeichnet , S = gt a 



1 k* S 

also t 2 = — 
g 

r * ■ , 

folglich t = ^2. — • 

g 



■ > 

» 



Zusatz. 



Fragt man : vor wie viel Secunden befand, sich' ein 
Körper beim freien Fall an dem Ende einer verticalen 
Höhe von S Fuss? und bezeichnet man die gesuchte Zahl 
von Secunden durch t , so ist 

' 1 y' . •* " S TS gt* 

also t 2 » • • • >. i . 

g 

s 

mithin ist — der Ausdruck für das Quadrat sowohl der 
g 

einen', als der anderen Zahl von Secunden , und die Al- 
gebra giebt des shalb die beiden Wer the an, indem sie sagt, 

es sey t = i V wodurch sie die zukünftige Zeit durch 
, die vergangene durch — bezeichnet , oder umgekehrt. 



Aufgabe XXXI. (Fig. 29.) 

Eine Glasröhre CALN , deren Länge =«= 60 Fuss , 

und welche unten verschlossen, oben o(Fen ist, sey bis 

1 

■ t 

< 
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zu der Höhe AB = 54 % Fuss mit Queksilber, iu dem 
Raum BN mit atmosphärischer Luft gefüllt. Sie werde 
umgedreht, und berühre mit der unteren OcfFnung die Ober- 
fläche PQ eines mit Quecksilber gefüllten GefässÄ. Man 
fragt , bis zu welcher Futfernung von dem Punkte F 
das Quecksilber in der umgekehrten Röhre sinken werde. 



Auflösung. |T* 

LT 

Das Quecksilber wird bis zu einem Punkte E sinken, I L 
dass der Druck der in der Röhre FECA eingeschlossener^ I *^ 
Luft , welche früher in dem Räume CBMN sich befand, 
und der Druck des Quecksilbers in der Röhre DG dem 
Drucke der athmosphäri sehen Luft, welcher dem Druck 
einer Quecksilbersäule von 28 Zoll gleich gesetzt werde f ^ 
gleich ist. Nach dem Mariottischen Gesetze findet man » y 
da die i.uft in dem Räume CB-VIN durch die allimosphä- 
rische Luft mit einer Kraft, welche dem Drucke einer 
Quecksilbersäule von 2$ Zoll gleich kam, gedrückt wurde, 
die Länge u der Quecksilbersäule, welche dem Drucke der 
in der Säule FEG A, deren Länge «z gesetzt werde, be- 
findlichen Luft das Gleichgewicht hält , durch die Pro-, 
portiou 6°nP4H :z = u;2 ^ 




fr 7 }-. :.-.r. . -j 

i4(»J)<lCtf'ftf** a,so u = 



28.5J 



z 

144 

z 



mithin ist —^+60 — z = 28 
z 



folglich i44 + 6oz— z a a= 28z 
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somit 1 44 3=5 s a -+-(2#*- 6o)z 
= z a 32 z 



demnach i44+i6 a l = (z— i6) { 
i44+256> 
fxoo ) 

also 20 = z— 16 



■ 



folglich z = ^2oh-i6 
= |+36) 

{-& 
Zusatz. 

Der erste Werth vod z beantwortet die Frage, wie 
lang die Luftröhre FE werde, damit der Druck derselben 
mit dem Drucke der Quecksilberröhre DE zusammengenom- 
men dem Druck einer Quecksilberröhre von 28 Zoll das 
Gleichgewicht halte. Die Algebra giebt in jeder 
Gleichung, wie obige, auch die ^negativen Wertlie der 
unbekannten Grösse an , welche der Gleichung Genüge 
leisten. Sie antwortet desshalb zugleich auf die Frage, 
wie lang die Luftröhre werde , damit der Ueberschnss des 
Druckes der Quecksilberrohre über den Druck der Luftröh- 
re de^m* Druck einer Quecksilberröhre von 2J&' •da*sW$^l^. * 
bewicht halte, ^Und sie setzt die Länge der Röhre DE=64» 
Tier Luftröhre =» 4« VV 

Aufgabe XXXII. (Fig. 3o.) 

Em Dreieck zu beschreiben , dessen Grundlinie , Höhe 
und Schenkelsumme den gegebenen geraden Linien g, h, 
S , gleich seyen« 



Aufgabe XXXII. 1 2 5 



Geometrische Behandlang. 

A n aly 6 i 8. 

Es sey BAC das gesuchte Dreieck, so liegt, wenn 
BC als der Lage nach gegeben angenommen wird , die 
Spitze A auf der, in einer Entfernung = h mit BC parallel 
gezogenen , geraden Linie AG. Beschreibt man aus A als 
Mittelpunkt einen Kreis mit einem Radius = AC, und ver- 
längert BA bis zum Durchschnitte mit demselben in D , 
so ist BA+AD) es BA+AC 

BD J = S , also liegt D auf 
dem Umfange eines gegebenen , von dem Kreise , dessen 
Mittelgunkt in A ist, in D berührten Kreises. Legt man 
in den Kreis , dessen Mittelpunkt in A ist , die auf AG 
perpendikuiare Sehne CF , so ist der Punkt F gegeben. 
Da nun dieser Kreis durch die gegebenen Punkte C, F 
lauft, und den anderen Kreis berührt, so lässt sich sein 
Mittelpunkt A finden. Mithin ist die Spitze A des ge- 
suchten Dreieckes, somit das ganze Dreieck gegeben. 

Göns tr ueti on. 

Man mache BC = g, BCG= R, CG=h, GA # BC, 
FG =a GC , beschreibe durch F , C einen Kreis , welcher 
einen, aus B als Mittelpunkte mit einem Radius =S beschrie- 
benen, Kreis berühre , und verbinde den auf der Linie 
AG liegenden Mittelpunkt desselben mit den Punkten B, 
C durch die geraden Linien BA , AC zusamen , so ist 
BAC das gesuchte Dreieck. 

D etermination. 

Damit durch F , C ein, den Kreis, dessen Mittelpunkt 
in B liegt, berührender, Kreis gelegt werden könne, 
darf, da der Punkt C innerhalb desselben liegt, der Punkt 
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F nicht ausserhalb desselben liegen , also muss 

FG GH seyn, wenn H den Durch- 
schnitt der Linie CF mit 
dem grossen Kreise be- 
zeichnet ; 

folglich FC "~ CH 



mithin FC»-i-Cß2i~/HC 2 +CB* 
4h*H-g* § < \ BH a 



eweis, 



Es ist 4h*+g a | a r S* 
FC^h-CB*^) BH a 

(HC a + CB* 

demnach FC = HC ; 

mithin liegt F innerhalb des grossen Kreises. Es lüsst 
sich also ein Kreis durch die Punkte F , C legon , wel- 
cher« den grossen Kreis berührt. Da der Mittelpunkt des- 
selben auf der geraden Linie BD und auf der, die Sehne 
FC perpendikular halbirenden, geraden Linie AG, also in ^ 
A liegt, so i* DA = AC 

folglich BA-hAC = BA-t-AD 

BSS S. 

Da auch BC = g ; GC = h isl , so hat A ABC die 

gegebenen Eigenschaften. 

Zusatz. 

Es erhellet von selbst, dass es, je nachdem FG~GH 
, einen einzigen Kreis, oder zwey Kreise mit der Ei- 
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genschaft giebt, durch d e Punkte F , C zu laufen, und 
den grossen Kreis zu berühren . dass man also auch ein 
Dreieck , oder zwey Dreiecke mit den gegebenen Eigen- 
schaften erhält« 

'\ 

Algebraische Auflosung, 

Setzt man BA=x, also AC=S — x, so ist ft^**"^"**^ 

2 

S-i-g BA-t-AC-CB _S-g CB+B A— AC g-+-2x-S 
2 2 2 2 2 

AC+CB-BA S + g— n 

2 2 , 

.1» AABC) . v^-^-^J ilfZH) 
folglich iÜL^ÜZi* 2 x(S4- g )-4x^ g »-S»- 2 x(g-S ) 



4 4 



■- mithin 1—— ==2x(S+g— g^S)— 4x a +g a --S a 
» 

somit 4x a — 4S.x = z-~S 2 —tß~\ 

demnach x*— Sx+jS* = -JS i + b — 1— 

4 5>2-gi 

ö s*— g* -/ 

(s 2 — g a — 4 n2 \ 
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Der Werth von x ist mithin ein doppelter, nämlich 

Zusatz. ( 
Da S s — g*— 4h' < SJ- g», so ist 

s»- g »-4i, a , . • 

S»-g» 



^S 3 — c 2 — 4h a ^k 

Nun ist S>g , also ist auch S>gv/{~ ^ a 'J, 

mithin sind beide AVertfie von x positiv. Da sie nichts an- 
deres bezeichnen können, als die Linien BA, BA', so un- 
terscheidet also die Algebra zwischen den Linien BA , u*A' 
nicht durch die Zeichen + — , sondern sie versieht beide 
mit einerley Zeichen, und beide unterscheiden sich nur 
durch die absolute 



Zusatz a. 

Mit dem Vorstehenden stimmt das Resultat der Rech- 
nung genau • überein, wenn map BC in K halbirt , und 
KE — y setzt. 

Alsdann ist BA* = BE*+EA* , AC* = CE*+EA' 
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also bat man die Gleichung 

S= ✓((Jg + y)'+h')+^C«g-y)'-«-l>*) 



folglich S-t/((ig-y)»+hi) • j/((ig+y)'+h») 

mithin Si-aS l /((ig-y) 3 )+h 4 )+(Jg-y)*=(5g+y) a +h» 

. , 

. somit — aS((5g-y)l+h*)- = agy— S» 

demnach 4s , ((Ig-y) 2 +h»)i » 4g J y*-4gyS»+s* 
4S a (ig«-gy+y* + h»)? 

■ < 1 ■ ■ ■ 1 1 

also y»(4S*— 4g 3 )l=|S*-S»g*-4S»h» 
4y*(S*-g*)l tS»(S»— g*-41i») 

. S'(S»-g»-^h*) " 

folghch y' = 4(SWga) 

j.SS^S*-«*— 4h* 
m.thm y = +*— • 

Durch welche Werthe nichts anderes, als die beiden 
einander gleichen , aber in entgegengesetzter Richtung lie- 
genden , durch die, von den Spitzen, A' auf die Grundli- 
nie gefällten , Perpendikel bestimmten Segmente EK , E'K. 
der Grundlinie, vom Halbirungspunkte an , bezeichnet seyn 
können , und wodurch also wiederum auf die Linien BA 
BA.' hingewiesen wird. 



Aufgabe XXXIII. (Figo 3i.) 

Ein rechtwinkeliges Dreieck zu beschreiben, dessen 
Hypotenuse und Flächenraum gegeben Seyen , jene = der 
gegebenen geraden Linie S , dieser » dem Quadrate der 
gegebener ^e:aden Linie a. 
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Co d st r actio n. 

Man mache BC = S , FC = a , errichte in C auf BC 
ein Perpendikel , nehme GC *CF, ziehe Ffl # EG, 
HA 4^ BC , und verknüpfe den Durchschnitt A der Linie 
HA und des üher BC beschriebenen Halbkreises mit den 
Punkten B, C durch die geraden Linien BA , AC, so ist 
ABC das verlangte Dreieck. 



Determination. 



Damit HA dem Umfange begegne , muss 



HC s JBC seyn, 





. wenn CK den Punkt 
C mit dem Endpunkte 
des in E auf BC per- 
pendikularen Halbmes- 
sers verbindet: > 



mithin KC ^ a. 
> 

Beweis, 



Es ist EC T 



a (Det) 



also HC 38 ER, 



wie aus der Determination hervorgeht , folglich erreich* 
HA den Halbkreis in einem Punkte A. 
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Nun ist EC:CG » FC:CH 



also ECXHJ=x CG* 
Zusatz. 

Im Fall der Berührung des Kreises durch die Linie 
HA giebt es ein einziges, im Fall des Durchschnittes ein 
zweites Dreieck A'BC mit den gegebenen Eigenschaften, 
wie von selbst erhellet« 

• r 

■ , ♦ r 9 

Algebraische Auflösung. 

Bezeichnet man die Höhe AD des Dreieckes mit y, 
so muss y so bestimmt werden, dass 

fS.y = a* 

also y = _ werde. 
Zusatz. 

Die Algebra giebt nur Einen Werth für die Höhe, 
weil beide Dreiecke , welche das Verlangte leisten , diesel- 
be Höhe AD = A'D' haben. 



2 a 3 



Bezeichnet man aber CA mit x, also BA mit - — > 



so ist x 2 -*- - — ä S* 



folglich x^4-4a* '«= S*x* 
mithin x 4 -S*x*+|S 4 - JS 4 — 4 a 4 



somit x» = jS»i^(JS 4 -4a 4 ) 

demnach x ~ ± v/(JS*:£v jS 4 -4a 4 
Der Werth von x ist also ein vierfacher, welche, je zwey u. zwey 
einander gleich, mit entgegengesetzten Zeichen versehen sind. 



Digitized by Google 



i3-j Aufgabe XXXII I. 

Es ist nämlich x « -4-|/(iS*+t/(JS*-4a«)) 

x = —^(JS*+i/(iS^4a*)) 
x = +v /(äS*-v/(JS*-4a4)) 

x = — i/(|S*-r-i/(£S 4 — 4a*J) 
Werthe von BA sind » 



2 a* 



= ± VliS^^gS'-^a*)). 

Der Werth vonBA ist also auch ein vierfacher , welche 
Werthe je zwey und zwey einander gleich, aber mit ent- 
gegengesetzten Zeichen versehen sind. Es ist nämlich 

BA = + l /(*S*— |/ßS«— 4 a*)) 
BA = — s *— V (J S*— 4 a*)) 
BA = -*-v / (iS a -f-v / (JS 4 — 4 a4 )) 
^ BA = —/(IS* + !/(JS*— 4a*)), * 

welche Werthe den Werlhen von x je zwey und zwey 
gleich sind« 

Die geometrische Construction giebt an die Hand , 
dass die positiven Werthe von x die Linien CA v CA' , 
die correspondirenden negativen die Linien CA", CA"', 
und dass die positiven Werthe von BA die Linie BA, 
BA', die correspondirenden negativen die Linien B"A", 
B"A"' bezeichnen. Bezeichnet man nämlich die, der Linie 
CB gleiche und entgegengesetzt liegende, Linie B"C durch 
C — S), und die Kathete CA" des rechtwinkligen Drei- 
eckes A"B"C von dem Flächenraume = a* durch x, so 
findet sich x* = *(— S)*^ >/(J(-S)4— 4a*) 

- lS 2 ±^(.i S * — 4a 4 ). 
Derselbe Ausdruck involvirt also sowohl die Werthe von 
CA*, als von CA' a , uud die Quadratwurzel aus demsel- 
ben hat sowohl den Werth von CA , als den von. CA' 
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anzugeben , welches die Algebra wegen der Entgegenge- 
setztheit der Lage der Linien durch die Zeichen «4- — - 
thut. Uebrigens unterscheidet die Algebra wiederum die 
von den Punkten B, B* auf verschiedenen Seiten einander 
parallel laufenden Linien BA, BA", oder BA', B"A"' durch 
die Zeichen *** — . 

Diese Nachweisung der Bedeutung der Zeichen erhält 
ihre Bestätigung durch den algebraischen Ausdruck der 
Höbe des Dreieckes für den Fall der negativ gesetzten 
Hypotenuse. Alsdann nämlich ist die Höhe 

r % 

a* „ 
=- , welches mit der in 

Beziehung auf DA entgegengesetzt liegenden Linie A 'D' 
übereinstimmt. 



Aufgabe XXXIV. (Fig. 3*.) 

Ein Dreieck zu finden , in welchem die Grundlinie, 
Höhe und eine Seite den gegebenen geraden Linien g , 
h , b gleich seyen. 

* 

Con str uetion. 

Man nehme eine gerade Linie BCs= g, errichte auf 
derselben da* Perpendikel BG = h , lege GA'# BC t be- 
schreibe ans G als Mittelpunkt einen Kreis mit einem Ra- 
dius=b, welcher die Linie GA' in A' erreiche, und ziehe 
A'B , so ist A'BC das gesuchte Dreieck* 

Determination. 
Damit der Kreis die Linie A'G erreiche y mus^ 
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b Ä [CKseyn,(wennCKA'==R). 
Beweis« 



< < • • 



, / Es ist b - ( h 

> 1CK, 

also berührt, oder schneidet der Kreis die Linie GA'. 
Geschieht es in A', so ist BC=g, A'H=BG=h, wenn A HB=R, 
CA'=eb, also hat das Dreieck die gegebenen Eigenschäften. 

■ - - 4 

Zusatz. 

■ 

Es erhellet von selbst, dass es im Fall der Berührung 
ein emziges, im Fall des Durchschnittes ein zweites Drei' 
eck A"B C mit den gegebenen Eigenschaften gicbt. 

B er ec hn ung; 

Setzt man BA'=x, so ist x* =» A'H*+HB a 

« h*+(g— CH)* 
= ha+fg-.(*i/(b'-h»))^ 
=» h^+g^^agi/JbMi^+b^ 
=» g 2 +b*~ atgV(b*--h*) 

. \ also x * ^v/(g 7 +b^2gV(b'-h»)). 

Es hat mitbin x vier je zwey und zwey einander 
gleiche , aber mit entgegengesetzten Zeichen versehene 
Werthe, nämlich x = 4- ^(g a +b a -ag|/(b a -h 2 )) 

x = +i/(g*+b*+2g*/(b*-h*.)) 

x = — ^Cg a +b a -2gi/(b*-h*)) 
x =, - ^(g'+bV2g/Cb a -b a )). 

Die positiven Werthe sind offenbar dieselbigen , wel- 
che die geometrische Construction gegeben hat, nämlich 
BA', BA", die negativen diejenigen , welche die geometrische 
Construction gegeben haben würde, wenn man BC=g, BG'«=h 
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gemacht, und aus C' als Mittelpunkt einen Kreis mit ei- 
nem Radius = b bis zum Durchschnitte mit der Linie 
G'A"(#BC) beschrieben hätte. Es ändern sich auch die 
Werthe von x nicht, wenn in derselben — g statt + g, 
— b statt +b, — h statt -4-h gesetzt wird. Weil aber 
die dazu gehörigen Werthe von x die Linien BA*% BA'" 
bezeichnen müssen , so belegt sie die Algebra mit dem 
Zeichen — . 



Aufgabe XXXV- (Fig. 53.) 

Ein rechtwinkeliges Dreieck zu beschreiben , in wel- 
chem die Hypotenuse BC der gegebenen geraden Linie g , 
die Differenz der Katheten der gegebenen geraden Linie 
d gleich sej. 

Geometrische Behandlung« 
A nalysi s. 

Es sey BAC das gesuchte Dreieck, so ist 

b 4 : i ( Euklids Data von 
Wurm, Satz 67. Zus.) 
wenn die Höhe All 



BC*-.(BA~AC)*:AABC 

.h 



2 



= h gesetzt wird; 



also g a — d 2 l = agh 
(g+dXg— d)l 



folglich 2g:g+d = g — d:b; 
mithin ist h , somit das Dreieck gegeben. 

Construction. 
Man nehme BG = d > mache CB = C"B ä g , richte 
in G auf GC ein Perpendikel GE auf, mache dasselbe 
= 2 G, beschreibe durch die Punkte C , C", E einen das 



- 
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Perpendikel GE in D schneidenden Kreis, lege durch D 
die Linie DA der Linie BG parallel , und beschreibe über 
BC einen die Linie AD in A erreichenden Halbkreis , so 
ist , wenn die geraden Linien BA , AC gezogen werden r , 
ABC das gesuchte Dreieck. 

Beweis. 
Es ist g*_d3x</ g* 



-*?!)< f 6* 



CG.GC" 
EG). GD 
agf 

• 

also GD < Jg ; 
folglich erreicht die Linie DA den Kreis. Geschieht es 
in A , so ist a1 
BC a > — (BA — AC) a : AABC = 4 ;l 



mithin g^—(BA— ACj 2 ;i2AABCl= 4:2 

l g.DG 1= 2 : 1 

*g , DG]:g.DG 
'EG. GD 



t 1 ' 



1 ; 



I CG.GC' 
g a -d* 



- 



somit BA— -AC = d. 

■ 

. . . 
Zusatz f. 

Für den zweiten Durchschnitt A' ist 
BC a l— <CA'-A'ßJ a :l2AA'Bci= a: 1 
gl/ X g.DG 1= iag.DGl:g.DG 

' ' Jg*— d*/ 

folglich CA-A'B = d. . , 
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I 

t * 

, Zusatz 2. 

Macht man auch E'G = i g , und beschreibt einen 
Kreis durch die Punkte C , E\ C", welcher GE ki D' 
schneide , legt die Linie D'A' der Linie BC parallel , be- 
schreibt über BC" einen die Linie A"D in den Punkten 
A", A'" erreichenden Kreis, und zieht die Linien BA", 
C"A", BA'", CA'", so sind, wie von selbst erhellet, auch 
die Dreiecke, B A"C", B A"'C von der gegebenen Ei- 
genschaft. x 

Algebr. Auflösung. 

Man halbire BC in O , Talle auf BC das Perpendi- 
kel AH , und setze OH = y , so ist 

BH » §g+y, CH = | g -y 

alsoBA»=. gCjg+y), CA»= gf*g-y) 

folglich B A =»— ^(gCjg+y)), CA = ±^(g(jg-y) ) 

mithin BA— ACl = ± |/ (g(§ g+y )} + (g(J g-y)) 

d l - -': 



somit Cd±K(g(5g— y)))»t«lg(§ g+y) 
d*±2dt/(g(jg -y)H.gg»-gyl 'jg»*gy 

' ■ ~ " _ ii ■ ■ 

demnach ±2d»/(g(| g— y)) = agy— d* 

also 4d a (§g a -gyh= 4g 3 y J — 4gd*y+d^ 

2dy-4d» y f . , 

foJgIich 7~ 



d 



HlUl 



Es hat also, in Uebereinstimmung mit der geometri- 
schen Construction , y zwey einander gleiche , durch die 
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Zeichen H- — sich unterscheidende Werthe, welche die 
Geometrie in entgegengesetzter Richtung construirt. 

Bestimmt man aus y die Werthe von BA, CA, so ist 
= ig a ±§d^Og*-d*) »ig^Jdi/^-d»). 



, also BA = + Vtltflldv'^g— d')) , 
CA = ivag'+id^Cag'— d*)). 

odcr BA = - i^!zil±i> 



* ■ 



CA =s + 



i/(2 g *-d*7d) 



Es haben also die Linien BA , CA vier Werthe , 

nämlich BA = +^(ig»+idi/(2g»— d»)) 
. BA = +» / (ig*— |di/(ig*-d 5 )) 
BA = g*+id^(»g»^d»)) 
BA = -K'ag'-idi/Cag'-d»)) 

CA = +v /(} g *_Jd»/(ag*-d 3 ») 
CA = +V(§g a +fd»/(ag*— d»)) . 
CA = -»/(5g»-|d»/Og»-d*)> , 
CA - — ✓(ig'+id^sg'^d 1 )). 

Oder Bi-^'^ CA= + ^"^2^ 

2 2 

M ^g'-d »)-^ ^ + 1 28M!)!. d 

2 2 

BA=? — CA — — 

r L. V^B*— d*)— d |/(2g 3 —d^+id) 
EA = — 1 L.A=r-^— — 

, i . . 2 . a > • -i-j 
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Die positiven Werthe von BA , AC , wozu die ersten 
Paare gehören beziehen sich offenbar auf die Linien BA, 
BA', CA, CA', die negativen aut die oben dargelegten 
Linien BA", BA'", C"A", C"A"\ Es bestätigt sich also 
hier wieder , dass die Geometrie in entgegengesetzter La- 
ge die Linien construirt , welche die Algebra durch die 
Zeichen «4- — unterscheidet , und dass eine -Linie , wie 
C"A", oder C"A"'in Beziehung auf die ihr parallelen ACj 
oder A'C mit dem Zeichen — versehen wird. 

Anmerkung i. 

< 

Setzt man B A = x , AC = y, und x— y=d, x*+y'=rg*, 

■ 

also x — d -=s y 
so ist x a +(x— d) a 1 = g* 

13 f 



9.x 2 — adx+d?' 



also x*— dx =» * 



a — 



folglich (x--)* « § 




d 

mithin x ■= ~ + g a — d 3 ) 

dj^fcg*-«!*) 



— d i 1/ (a g* — d a ) 
somit y = 



• - 



2 

Man erhält also für x , y nur zwey Werthe , welche 
oben mit dem ersten und letzten von BA , CA überein- 
stimmen, und die Werthe von BA, BA'" für x, von 
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CA und CA'" für y andeuten. Dass in diesem Falle nur 
z wey Werthe ^ für x , y gefunden werdeu , rührt daher, 
dass die Aufgabe in einem beschränkteren Sinne gefasst 
wurde, als sie gegeben war, und die Geometrie sie be- 
handelt. , Bey der ersten Berechnungsart nämlich kann x 
sowohl kleiner,, ab grösser als y, also x — y sowohl =+d 
seyn , so wie in der geometrischen Fassung BA 
die grössere, oder die kleinere Kathete seyn kann, der 
Unterschied beider aber »d bleibt. In der zweiten Rech- 
nung wird x als das grössere bezeichnet; und dann zeigt 
die Algebra von den vier Werthen , welche für x mög- 
lich sind, nur den ersten und letzten an, wovon jener 
der grössere positive , dieser der kleinere negative , oder 
mit dem positiven verglichen, der grössere ist. Dadurch 
dass der zweite dieser Werthe von x negativ ist, zeigt 
die Algebra, an , dass er einem der vier möglichen Wer- 
the von x , welche die Aufgabe in ihrer Allgemeinheit 
auflösen, entgegengesetzt liegt ; wie BA'" der Linie BA" 
entgegengesetzt ist, nicht aber, dass sie gerade dem er- 
sten dieser Werthe entgegengesetzt sey. 

Anmerkung 2. 

Bezeichnet man xlen Werth von BA durch x, von. 
AG durch x — d , und setzt 

x a -Hx-d) 2 i = g* 
x*+x a — 2dx+d a | 

so ist x a -— dx se 

^ 

also x*-dx-hjd* = 

2c a - d a 
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folglich x = Jd + Ji/(ag 9 — d a ) 

I 

mithin x — d = — 5d+|t/(2g* — ^ ? ) # 

Es konnte überraschen , dass also BA , AC nur zwey 

' Werthe erhalten , wovon überdies der eine positiv , der 

andere negativ ist. Und man könnte versucht werden , 

dafür zu halten, dass der positive Werth von f x 1 

tx-dl 

die Linie f BA 1 , der negative die Linie 
l CA I 

IBA' I bezeichne. Aber man würde darin irren. 
CA' I 

Durch jene Gleichung x^+Cx — d) a = g a wird die Be- 
dingung ausgedrückt, dass die von B auslaufende Linie 
des gesuchten rechtwinkligen Dreieckes um d grosser sey, 
-als die andere , während durch die in' Anmerkung i. ge- 
gebene Auflösung die allgemeinere Aufgabe behandelt 
wird, ein rechtwinkeliges Dreieck zu beschreiben, in 
welchem der Unterschied der Katheten = d sey« Diese 
Aufgabe lässt die oben angegebenen vier Werthe für die 
Katheten zu , die beschränktere nur zwey , und die darin 
bezeichneten Werthe sind nicht BA, BA', und CA, CA', 
sondern BA , BA'", und CA , C"A"'. Es ist nämlich 

+ f d*/(2g*-d2) =• + |dv/(ag*-dl) 

1 _ * r 

also I g» + § d V (2 g'-d')= f |d* + | d V ( J g J -di)+U g» - 1 d» 

((|d±|^(2g»-d»))» 

folglich +v /(|g*+|d|'(2g*-d a ))=+id+ii/(3g»-d a ). - 
Eben so ist — g*—d 2 ) = — J di/ (2 g a — d) 
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also \ g»-| d/(2 g 3 -d*)*$ d»-| di/ (2g»-d»)+ 1| g*- Jd» 

li( 2 g*-d») 

»(id-j^g'-d *))* 

folglich — » ' ( * g*— J d »/ (2 g* -d* )) = J d - i V (2 g*-d *). 

« 

Da nämlich links die negative Wurzel genommen 
wird , muss sie auch rechts genommen werden , und die 
ist Jd— Ji/Cig*— d*). 

Sollte die Aufgabe auf dem hier angegebenen Wege 
in der Allgemeinheit, wie in AnmerL i., aufgeloset wer- 
den , so müsste man setzen 

x»+(x:j: d)* = g* 

also 2X* T 2dx+d* ss g a 

, M_ - II 

" folglich x» + dx = gi> ~ d!t 
mithin x* ^:dx-*-Jd* Jd» 

2 g»— d» 

4 



somit x = ± §d ± f ✓ (2g>— d»). 

Es würde demnach x vier Werthe erhalten , 

x = +Jd+|»/(2g>— d») 
x = -*-Jd-Jv(2g a — d») 
x = — §d+Ji/(2g*-d») 

x = — £ d -{»'(* 6*— d *)t 
welche mit den in Anmerkung i. erhaltenen genau über- 
einstimmen. 

Anmerkung 3. 
Dieselbe Bewandtniss hat es mit der Aufgabe : ein 



4 
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rechtwinkliges Dreieck zu finden, dessen Hypotenuse und 
Kathetensumme gegeben seyen. 



Aufgabe XXXVI. (Fig. 34) 

Ein recbtwinkel iges Dreieck zu finden ^ dessen Hy- 
potenuse der gegebenen geraden Linie g, und Flächen- 
raum der Hälfte des Quadrates der gegebenen geraden 
Linie f gleich scy. v 
Algebraische Auflösung. 

Bezeichnet man die Katbeten mit x , y , so muss 
seyn xy = f a , x*+y* = g* 

also y == — 
J x 



folglich x*+— « g 



mithin x*-+- f * = g*x* 

- — 

somit x*— g*x'' = — f* 
demnach x*-g*x a +Jg« = ig 4 -f 4 

als o - ig** v / qg 4 -f 4 ) 

foigi. x=±t/(j g ^ >/qg"-f«)), y»»g*-}jg«7^ag*-f 4 ) 

mithin y » + V ü + / (I g 4 -f 4 ),\ 

p 

■ 

Zusatz i. 

Es ergeben sich also >ier Werthe sowohl für x , 
als für y. Es ist nämlich 
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x = •*■ g a + v(i g 4 ^ 4 )) - + ^(Jg a +f a ) +Vß g'-f) ; 

x*— ✓ (§g a +l^ig 4 -f 4 )) =->/(! g 9 + f a )- ✓ög*-f») 
x - — V (l g a - V (| g 4 -f 4 )) - - V (J g a + f ')+ V (i g* - 1*> 
y= + ^(|g'- |/(Jg*-f 4 ))= +^f|g 3 +f*)- |/(Jg*-n) 

y=-)-v'(J g*+ v (J g 4 -f 4 ))= + i/(Jg*+f *)+ t/(ig* - f ») 
y=-V(ig a - ^(Jg 4 -f 4 )) = -^(ig 3 +f 4 )+i/(Jg*- f») 

y — ✓ v (| g 4 -f 4 )) = - v (ig* + f a ) - ^ ( Jg a - f a ). 

Zusatz 2, 

Damit die Werthe von x, y reell werden, muss 

ig 4 - f 

' also l g a - f », 

> 

folglich g a ™ af* seyn. 
Z n s a t z 5. 

« 

Von den Werthen von x und von y sind die beiden 
ersten positiv, die beiden letzten negativ. Die ersten 
Werthe von x, y siod den dritten , die zweiten Werthe 
den vierten derselben Grössen, dem absoluten Werthe 
nach , gleich. Der / erste J Werth von x ist dem 

I zweite I 

j dritte I 

l vierte * 

I zweiten \ von y gleich, 
ersten I 
vierten I 
dritten / 
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■ 

beb me tir i sc he Beh<a öd i n ng; 
Ahalysis. 

Es sey A ABC das gesuchte , so ist 
BC.ADI=f* AB.CDl=»f* 
g.ADl g.CDJ 

also g:f « f :CD ; 

folglich ist CD der fcrösse nach gegeben; ist hon 
auch der Lage nach gegebe/i ^ so liegt der Punkt C auf 
einer, in gegebener Entfernung der geraden Linie AB pa- 
rallel laufenden, Linie. Da er auch auf dem Umfange 
des über Ab beschriebenen Hälbkreises liegt i sd ist Cr 
gegeben j somit ÄABC gegeben; 

Cönstf üctidn; 

Vön einer gegebenen, oder willkührlich angenomme- 
nen , geraden Linie schneide man AB=»g ab, beschreibe 
über AB einen Halbkreis > richte in A auf AB ein Per- 
pendikel auf, beschreibe, aus A als Mittelpunkte mit ei- 
nem Radius = f einen Kreis, welcher die Linie AB und 
jenes Perpendikel in H, K. schneide $ ziehe die gerade 
Linie BK , lege derselben die gerade Linie HE , welche 
dem Perpendikel in E begegne, parallel $ ziehe durch den 
Punkt E die Linie EC parallel mit AB, und verbinde 
den Punkt C, in wclchein die Liuie EC dem Umfange 
jenes Hälbkreises begegnet , mit den Punkten A, B durch 
die geraden Linien AC , CB ^ so ist AABG das verlangte; 

Determination; 
foarait EC dem Urninge des Halbkreises begegne $ 
muss AE Ä l h AB 

10 
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also ttAxAEf 89 HA:* AB 

BA:AKA > 

, , ; 

folglich »/IBA* Ä IHA.AK 

mithin BA*» 8 * af» seyn» 

Beweis* 
Es, ist g» ~* a f 4 



also AE ** '/lAB, wie* aus der De^ 

terminatiön hervorgehet; mithin erreicht die Linie EG den 
Halbreis in einem Punkte C , und es ist AB = g , 
AGB ss B. , und AB.CD = AB.CE , wenn CDA = R, 

= HA. AK 

- f*i 

also hat AABC'die gegebenen Eigenschaften« 

Zusatz 1. 

Man erhält ein Dreieck , oder zwey Dreiecke mit den 
gegebenen Eigenschaften, je nachdem g*^af*, also jef 
nachdem die Linie EG den Halbkreis berührt , oder 
.achneidet. 

Zusatz 2. 

Da AB auf der einen und- auf der anderen 
Seite des Punktes A = g genommen werden kann, sd 
giebt es zwey, oder vier Dreiecke mit der gegebenen 
Eigenschaft. 
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- 

« 

Zusatz 3. 

bte Linien AC' und AC" , ÄC" und Af" sind ein- 
ander gleich und Jiegen in einer geraden Linie. Die Li- 
nien BC und BC" , BC" und BC"" sind einander gleich; 
Ünd parallel. 

Zusatz 4". 

Die Algebra sieht das Quadrat von g ^ls gegeberi 
un , und nimmt also die gegebene Hypotenuse als positivj 
oder negativ in Rechnung. Sie statu irt auch negative 
Werthe von x, y, weil nur die Quadrate dieser Werthe 
und ihr Produkt in den Gleichungen vorkommen , wel- 
che sich hiebt anderen , wenn x und y negativ gesetzt 
werden j wie fern es nur von beiden zugleich geschieht; 

Zusatz 5.. 

Die positiven Werthe von x deuten auf die Linien 
AC, AC", die negativen auf AC", AC"", die positiven 
Werthe von y auf BC, BC die negativen auf BC"; B'C'hiti; 

Zusatz 6. 

Linien , welche , wie BC, B'C" , oder wie BC'4 
B C" einander gleich und parallel auf Verschiedenen Sei- 
ten einer geraden Linie liegen * werden durch die Zei- 
chen -t- — . unterschieden. n 

» - 

äüsatz 7: 

Dreiecke, wie ABC', ÄB'C", weiche einander coh 1 - 
gruent sind, und um zwey Verticalwinkel , wie BAC; 
fe'AC" liegen ; weiden nicht durch die Zeichen + ~ 
unterschieden; 
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• Aufgabe XXXVH. (Fig. 35.) ■ 

Ein Breieck zu beschreiben , dessen Winkel der Spit- 
ze dem gegebenen Winkel a , Umfang der gegebenen Li- 
nie S, und Flächenraum dem Quadrate der gegebenen 
Linie a gleich sey. 

Analysis. 

Es sey ABC das gesuchte Dreieck, so ist, wenn auf 
der Verlängerung von BA die Linie AL = AC gemacht f 
die gerade Linie CL gezogen , und das Perpendikel AE 
ö\if dieselbe gefallt wird, (vermöge Eucl. Data von Wurm 
Satz 67O (6A+AC) a -BC*}:JAABCM= 4 LE:EA 
(BA+AC+CBXBA-*-AC-CB)l C a* » 

BA+AC — CB:| 



• * 



BA + AC h- CB 



I s 

I w m 

p wenn S : a 

A.» * =a:p5 
also ist BA*+AC— CB gegeben. Da auch BA+AC-t-CB 
ar» S gegeben ist, so ist sowohl BA-hAC, alsBC gegeben, 
die Aufgabe also auf die Construction eines Dreieckes re- 
ducirt, dessen Grundlinie j Schenkelsumme und Winkel 
der Spitze gegeben sind* 

Construction. 

Man bestimme p durch die Proportion S:a =* ä:p i 
BA*AC-CB durch die Proportion AE:4LE=*:p:BA+AC-CB, 
leite daraus und aus dem Werthe von BA-*- AC-CB = & die 
Werthe von BA + AC j CB her i beschreibe über BC 
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einen Kreisabschnitt , welcher einen Winkel ss o fasst , 
richte in dem Halbiruogspunkte F von BC ein Perpendi-» 
kel FG auf, welches den Umfang in G schneide, und he* 
schreibe aus G ab Mittelpunkt einen Kreis mit einem Ra- 
dius =GB, und aus B als Mittelpunkt einen anderen Kreis 
mit einem Radius = BA-+-AC , welcher den zuletzt be- 
schriebenen Umfang in L erreiche, so ist, wenn die, den 
Kreisbogen BGG inA schneidende, gerade Linie BL gezo-t 
gen , und der Funkt A mit dem Punkte G durch die ge-* 
rade Linie BC verknüpft wird, ABC das gesuchte Dreieck, 



Determination. 

Damit der aus B als Mittelpunkte beschriebene Kreis 
den aus G als Mittelpunkte beschriebenen erreiche, WUSS, 

r 

BA+AC * BH seyn, wenn BH=2BG ist, 
& ist BA+AC-CB:^ - 4LE:EA 

< 

SS? 4 : tan.*<* 



A a' 

also BAh-AC-^CB= 



'S. tan. |« 
Auch ist BA4-AC+CB = S 



feiglich ba-kac =V>s +s -^, bc «yu g^LT 

~ Stau. 1/2« ^ Stande* " 

S a tan . Vaa-^4a» S tan. 1 /:* « - 4 a* 
f ^ 2Stan.»/^a "' * ^ S,ta,n.l/*<* ~ * 

Ä Ferner ist GB}:BU s sin , '/^«u 
R^tan,'/itt-4a a 
S-tan^V^^ 
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S a tan.|a-4a* 
< nithin ? H " Stan.i«.sih:j«i 
^exnuach muss seyn 

' S%tan.J«-lr4a^ =? S*tan.§a— 4 a * 

2 Stan .Ja *?> 2S.tan.Ja.sin • Ja 



also 4a»(L+&in.£ a) ~ S*tan.Ja(i — sin. Ja) 

- • 

folglich 4a a :S*tan.|a 7 1— sin.|a:(i— sin. § a) 

^nkhin 4 a*:S* — tan.J a:( f 4- sin. Ja 

■i— sin.|« , 

Per Beweis ergiebt sich von selbst, 

- 

Zusatz. 

■• 

Auch erhellet leicht, dass es im Fall der Berührung, 
^er Kreise , welche B und G zu Mittelpunkten haben , ein 
einziges , im Fall des I)urchschneidens ein zweites Drei- 
eck A'B C mit den gegebenen Eigenschaften giebt. 

Anmerkung 1. 
Um den Winkel ABC — B zu ^rechnen, hat map, 
CB.BL = sin.BLCisin.BCL 
Z sin.|«:siw.(|«+B) 
\ = sin. Jarsin. |a.c9S.B+cos.|«.sin.B > 

^ 7;/^ = ircos.B-hcot.i a.sin.B & 

^ " = i.v (i — sinB a )-t-cot4a.sm.B 
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folglich yf ( i— sin.B*} — cot* Ja.sin.B 
ithin i— sin.B* =«=5^5— 2 j^cot. * a.sin.B-fc cot. * a*.sinJB* 



BL* ( . ] BL 

* >mit *~ g^=|sin.B\i4-cot.Ja )i— 2— cot.|a.shi.B 



^sidTb* . cosecja 
(sin.B)* 



(sin .* a)* 



demnach 

: — BL* a a BL 

^•1« — a sin . | a «sin.B — ^ sin • Ja.cos. | a . sin.H 



also 

. ^ BL* a BL* * a \ $L 

sin.Ja -^sin.Ja +^sio .|a .cos.J« h ^sja,B-gg 

— a/" BL* BL* , a \ I N 

sin . | a 1 - — ~ z + — 2 cos . J J , sin , , co>|<* J 

0 5E*C 1 • * *0 ) 

BL*. A 

sin. Ja —sin.Jt« ^ 



' i 'LI 



folglich, 

• « 1 r x BL* — Ä \ 

- s,n • * a l Sc cos -t *i " ^ 1 -ßc*^ 
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I 

Die Möglichkeit der Auflösung hangt davon ah , da$s, 

S a tan *i*-»-4a* . 

I - 2 — — — sin . * a 

> S*tan.|a~4a* a ^ 

mithin i:3in.|a^S a tan.|«+4^jS at ^ D -*<»-4^ 

— r ■ : — — — r— • 

somit i+«n.Ja:i— «iq.5«^S^tan.5a:4a a , 

^reiches mit der oben gefundenen Determination über- 
finstjmmt " ■ 

Pa auch S a tan.| a+4a a > S a tan.J#— 4 a* 

S*tan. j «4-4 a» 



— 



_ /S a tan.f a+4 a *V r~a t— — ^ 



^tan.iq+ia* '^a /S*ta,n,f *+4 a* . X V 



mithin, 
S 



S*tan.|a+4a* _ . / /S*ta.n.§<*+4a* . x V\ 



somit 

S*tamf«-4a* *■ VS*tan .*£*- 4 a* a s 

demnach sin . B > q. 
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Die Wertbe von sin . B sind also beide positiv ; und 
es werden ohne Zweifel dadurch» zunächst die spitzen 
Winkel ABC , ABC angedeutet, 

Uebrigens erhellet daraus, wie wichtig es ist, bey 
solchen Rechnungen nicht den einen Werth <ier gesuchtem 
Grösse ausser Acht zu lassen. 

Anmerkung 1. 

Bekanntlich aber gehören zu jedem Sinus zwey Win- 
kel , welche einander zu 2R ergänzen. Es liegen also 
in den beiden Wcrthen von sin , B eigentlich die Andeu- 
tungen von vier Winkeln , nämlich von den genannten 
spitzen Winkeln , A'BC, und von ihren Supple- 

menten RBC , MBC , wodurch zwey den Dreiecken ABC, 
A'ß C congruente Dreiecke A"B C , A"'B C angedeutet 
werden, welche man geometrisch auch findet, wenn die 
Gonstruction in der gehörigen Allgemeinheit gefasst , un^- 
sowohl auf der einen, als der anderen Seite von BG 
Kreisabschnitte beschrieben werden, welche des Winkels 

Aufgabe XXXVIIL (Fig. 36.) 

/ 

Ein Dreieck zu beschreiben, dessen Seiten den ge- 
gebenen geraden Linien a, b, c gleich sind, wovon, 
je zwey zusammen genommen grösser sind, als die dritte. 

- 

Auflösung. 

Mau beschreibe aus den Endpunkten B, C der Linie 
AB % welche der einen , z. E. c(er Linie a , gleich sey % 
Kreise mit Radien , welche den Linien b , c gleich sind , 
u,nd Ycrbiacje den Purchschuittspunkt * derselben mit 

1 
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den Punkten B , C . durch die geraden Linien AB , AC t 
so ist, wie van selbst erhellet, ABC das gesuchte Dreieck. 

w ■ 

?usa^z. 

* • 

Da die Kreise einander zweimal schneiden, so giebt 
es ein zweites Dreieck A'BC mit den gegebenen Eigen- 
schaften. 

Anmerkung i. 



Drückt man den, Inhalt des Dreieckes aus den 
b, c durch Rechnung aus,, so is,t, wenn a+b+c === & 
gesetzt wird , A ABC = HfcV (§S(| S—a)(* S— b)(i &— c)). 
Da der doppelte Werth des Flächeninhaltes nichts ande- 
res, als die, auf geometrischein Wege gefundenen, Drei- 
ecke ABC, ABC andeuten kann , so bezeichnet also die 
Algebra von zwey einander gleichen , in der Art, wie 
^ABC, un,d AA'BC, entgegengesetzt liegenden Drei- 
ecken das eine durch wenn, das andere durch •*» ber. 
zeichnet wird. 

Dasselbe stimmt mit dem übereiu, was d>e Bcreoh-: 
mmg der Höbe an die Hand giebt. Es ist nämlich die 
Höhe des Dreieckes , dessen Seiten durch a, b, c 

bezeichnet werden , =^ *■ ^ ^ ^ 2 2^1— — ^L/l 2^ , 

welcher- doppelte Werth nur die Hoben AD, A'D. be- 
zeichnen kann, und ein Dreieck, welches, durch das ne- v 
gative Zeichen yon dem Dreieck ABC unterschieden wird* 
erscheint i i Beziehung auf dieses ^n einer L ige, wie das 
Dreieck A BC. 

Anmerkung 2.. 

1 

Es ist der Ausdruck für sin.ACB = + -AABC. 

— ab" 

Da «lurch den doppelten Werth desselben nichts anderes 
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angedeutet werden kann , als die Winkel ACB , A*CB , so 
unterscheidet alsq die Algebra die Sinus der gleiche« 
Winkel , welche eine entgegengesetzte Lage haben , wie 
ACB, A'CB, durch cHe Zeichen h- — . 

Was die stumpfen Winkel betrifft, welchen dieselben 
Sinus, wie den spitzen Winkeln zukommen, so sind sie 
ohne Zweifel die Winkel BCE, BCE', welche qMe Win- 
kel BCA , BCA' zu *R ergänzen, und welche- zu zwey 
anderen Dreiecken BCE , BCE' iiihren , deren an BO 
liegende Seiten CE, CE' gleich b genommen werden. 
Pa nämlich BCE j=s* a R — BCA, 

2R-rMCE» 



so ist MCE = BCA , also das Perpendikel EM ^ Aß , 
mithin A BCE = A BCA 

alsq auch sin. BCE = — AABC. 

Es ist also -^-AABC sowohl der Sinus des Win-. 

kels BCE x als des Wickels BCA. Und (Jas deutet die, 
Recbuung dadurch an , dass sie zwey einander' zu i R 
ergänzende Winkel als diejenigen anweiset, welche dem- 
selben Sinus zugehören. Eben so ist es mit sin. BCE', 

J)ie Algehra antwortet mithin* durch den Ausdruek 

sin.ABC = +»■ A ABC in erschöpfender AUgemeinbeit 
— ab r er- 

auf die Frage % wie gross der Sinus des von zwey, 
$er Grösse nach gegebenen , Seiten eines Dreieckes., des- 
sen Inhalt gegeben ist, eingeschlossenen, der dritten Seite 
gegen iiberlicger^den Winkels sey, uud sie weiset durch das 
doppelte Zeichen , und die Doppelheit der Winkel , wel- 
che demselben Sinus zugehören , die vier Vinkel BfA , 
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BCA , BCE , BCE', welche durch die gegebenen Seiten 
a , b , c bestimmt werden , und die vier Dreiecke ABC x 
A'BG, ECB, ECB m 

Anmerkung 5. 
Eine Bestätigung davon liegt in dem Ausdrucke für 

4ie Hälfte des Winkels , dessen Sinus =s "** — A ABC ist. 

~ ab 

Für irgend einen Winkel C ist nämlich 

• ■ i 

sin.C = a.sin.f C.cos.JC 
* — . . 

. sin . C . 

also sin . | C 

acos.IC 



mithin sin.|C == sin ' C 



±2|/( l -sin.|C a ) 



it 4sin.|C a (i-sin.iC 4 )^=sin.C a 
4sinTIC a - 4sin . |C 



— 



ach sin.|C 4 -sin.|C*ss= — Jsin .C* 



i — sin . G 



abosiu.§C -sin.|C + * 



cos.Q 







folglich sin. >/a C* = cos.Q 

i ^cos.C 



2 



i "^~cos«C 

mithin sin.f C = "jl/ -== — °— • 
Es hat demnach sin . \ ACB folgende vier Werfte : 
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sin. JC es +|/ 

S1I1 . 1 Cj ds — v - 



sin*§C «*» 



t— C0S.C 



1 

• t r* - t— cos.C 
sm.jC =e — V : * 

Da die analytische Trigonometrie lehrt, däss siri.J ACß== 
^i-cos.ACB ^ s . nd ^ bdde| . let2teren • ner Wer _ 

Üie die Sinus von den Winkeln AGB, A'CB. Und da 

■ 

sin.|ECB=»±v' ! ~ co * ECB -, aber cos.ECB^-cos.ACÖ, 

so ist sin.!ECB=3=:±|/ 1 "^ cos<A 9 B > mithin deuten die 
beiden ersteren jener Werthe die Sinus der Winkel ECB, 
E'CB an* ' % 



Aufgabe .XXXIX. (frig. 3?.) 

Durch den innerhalb des gegebenen Winkels ABC 
gegebenen Punkt D eine gerade Linie zwischen die Schen- 
kel AB, BC zu legen, welche ein Dreieck ABC von aus- 
gezeichnetem Werthe bestimme« 

Auflösung; 

Es sey ABC das gesuchte Dreieck, so ist wenn DG 
der AB parallel gezogen ist , und die Perpendikel AF , 
DE auf BC gefällt werden , 
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BC:CG) = AC:CD 

x:x-al wenn ßC^x, BG 

» a gesetzt wird ; 
s= AF;(1)E| 

l b ' wenri man DE=t 
b setzt 5 

es |AF.BCl:b.x 
/ | 2y j , wenn man 

A ABC s y 



setzt 5 



y: — 



1/2 bx* 
alsö y =* - — 



x— a 



folglich « Sr;2^"^ f 

dx (x— a)> 



■ ■ • 



mithin bx(x— ä)— 1/2bx a }= Ö 
bx(x — a — V* x) 
bx('/2x-a> 



demnach x =» Oj oder V2 x — a = d 



somit x =» 2 84 



r ur x = o ist y = 

♦ ■ • * 

fr» 2ba * 

Für x =ia ist y = 

J a 

sa 2 ab. 

fetter ist - V^-alg 
dx (z— a)* 
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also ^ll _( M ) , ( b »- <l * > )"( l A b * a - a ^ x ) a ( ,: - 11 ) 

b(x-a)^2(V 2 bx^b x) 

(x-a) 3 



folglich — ~ sm — == f üY X sa O! 

(dx* -a 3 a 



ba* b 

**** ** 

-x- = für x » aa. 

a 3 a 



fcs ist mittun der Werth von y ein 1 grösster f für 

1 kleinster i 



Die Bedeutung des letzteren ist für sich klar. 
Was den ersteren betrifft , so ist , wenn man 

x « -Ho,i.ä, oder x = — p,i.a setzt, 

*/2 b.o,oi.a * Vab.OjOLa* 
7 o,i.a— a ' * = a 



o,oi.ab o.oi. ab 

fes ist also y wirklich ein grösstes, wenn x = o 
gesetzt wird, 

Zusatz f. 

Hieraus erhellet wieder , dass man nicht einen Werth 
der Wurzel einer Gleichung als bedeutungslos wegzu- 
werfen hat. 
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Zusatz 2. 

Ein Dreieck A'BC , welches in dem Nebenwinkel 
des Winkels ABC Hegt, heisst in Beziehung auf das 
eck Alfä ein negatives* 



Aufgabe XL. (Fig. 38.) 

Die dritte Seite AC eines Dreieckes ABC aiis deü 
beiden übrigen Seiten und dem eingeschlossenen' Winkel 
auszudrücken. 

Auflösung« 
Es ist AC* = AÖ*+BC a — 2AB.BC.c0s ABC 

also AC «= ±v / (AB a -^-BC a — AB.ßC.cos.ABC) 

■ 

Zusatz, 

Es hat die dritte Seite zwey gleiche , durch die Zei- 
chen -f- — - von einander unterschiedene , Werthe. Nimmt 
man auf den Verlängerungen von Cß, AB über B hinaus 
die Linien C'B , A B den Linien CB, AB gleich, welche 
.Linien in Beziehung auf BC , BA durch— BC , — BA 
ausgedrückt werden , und zieht man A'C , so ist 

A'C* * A'B*+BC'^~2A'B.BC'.cos.A'CB 

«(^-AB^+C-BC^-iC-ABDC-BCJcös.A'CÖ 

= AB a -*-BC a — 2 AB.BC.cos.ACB , 

also ist AB*+BC a — 2AB.BC.c0s.ACB sowohl dem Qua- 
drate von AC , als dem Quadrate xon AC gleich, und 
die- Quadratwurzel jenes Ausdruckes sowohl die Bezeich- 
nung für AC , als -für A'C, und die Verschiedenheit der 
deichen deutet die Verschiedenheit der Lage dieser Li J 
nieti ani 
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inithin Ü a — 4hU+4h^) =s 8 h* 
somit U— 2 h ah»/ 2 



demnach U ~ 2h(|/a4-i) 
" 2n(aj4i4) 
4,828. b. 

Ware also U < 4,828.11 , so hört zwar die tfypö- 
tenuse nicht auf, einen reellen Werth zu haben , aber 
die Katheten werden imaginär; und das Dreieck känri 
nicht construirt werden; 



Aufgabe XLVI1L (Fig. 43. a.b.j 

Durch eineu gegebenen Winkelpunkt A eines gege^ 
benen Quadrates ABCD eine gerade Linie zwischen die 
Schenkel des gegenüberliegenden Winkels zu legen , wel- 
che der gegebenen geraden Linie b gleich Sey. 

> 

Geometrische Behandlung. ^\J^f 
Analysig. 

• J • ■ ■ ■ • » ■ J 

Es sey E'F die 4 gesuchte Linie , so ist , weriti über* 
FE', als Durchmessern ; ein Kreis beschrieben wird^ 
welcher durch C lauft; und die Verlängerung der Diagonale 
CA in R schneide , RF'A ä ÄCE* wenn die gerade 

Linie RF gezogen 1 
worden ist 9 
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= RCF" .i 

\ | II !■! 

also CR:RF = F'R:RA 
folglich CR.RA « RF'* ; 

Da Bogen E'R =±= Bogen RF' , so ist. W die 
Chorde eines Quadranten in dem Kreise, dessen Diameter 
E'F / =b ist, ist also gegeben; mithin lässt sich der Punkt 
R , und mit ihm der Punkt F* finden. 

C o n s tr üc ti o h. 

* 

* • 

Man mache AN =*= b , besehreibe über AN einen 
ilalttreis , errichte in clem Mittelpunkte M desselben auf 
AN einen perpendikularen Radius, ziehe die gerade Linie 
AO , errichte in A auf AC ein Perpendikel AP = AO, 
halbire AC in Q, ziehe die gerade Linie OP , besehreibe 
aus Q, als Mittelpunkt, 1 einen Kreis Unfeinem Radius *s 
Qf, welcher der verlängerten CA in R begegne, lege 
durch P, Ä die Linien PS , RS den Linien AR, AP 
parallel, beschreibe aus R, als Mittelpunkt, einen Kreis 
mit einem Radius = RS , welcher der Verlängerten CB 
in F' begegne, und ziehe dureh A die, die verlängerte Li- 
nie CD in B* sehneidende, gerade Linie F'E', so ist E'F' 
die gesuchte Linie« 

Determiu a ti on« 

Damit der Kreis, welcher in R seinen Mittelpuntt 
tat, die Linie CB erreiche, muss, wenn da» Perpendikel 
EU auf CB gefällt wird , 

RS ~ Rü seyn , 
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also RSM^jRU* 

AP a [ > 'jCR' 
AO*| 



folglich b 2 = CR* 



mithin b -ICE 

(RO-*-ÖC 



somit b*-*b.QC+QC* ^ (RQ* 



PA 2 -|iQA* 

-i-S . > ■ > ,, ' . * 



demnach b a — b . AC Ä IPA* 



also b— AC — Jb 



fblgtich |b ~ AC 

mithin h Ä l2AC 

> IVX, wenn CAV^CAX 
±» R ist, 

Beweis* 

£s ist b VX (fcetjf 
> 



somit RS ~" RU i wie* aas der Detefml* 

naiion erhellet) , 

mithin erreicht der Kreis die Linie CD in einem Pütiktä 
F, so dass RF'* m Cft<ftA 
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mithin CR:RF = F'R:RA 

demnach RF'A = RCF' 

= RCE'; alsö liegen die Punkte 
R, E*, fc, F auf dem Umfange eines Kreises, welcher 
über EF*, als Durchmessern, beschrieben wird, und es ist 
arc.E'R = arc.RF, also RF" die Chorde eines Quadranten* 
Da RF' = AO, und AO die Chorde des über AN = b 
beschriebenen Halbkreises ist, so ist E'F' b. 

Zusatz i. 

Es erhellet von selbst, dass es, wenn der Kreis« 
welcher R zum Mittelpunkte hat , die Linie CB berührt , 
eine einzige , wenn er sie schneidet , eine zweite Linie 
mit der gegebenen Eigenschaft giebt. 

f 

, Zusatz 2. 

Nimmt man auch den durchschnitt R' des Kreises , 
Welcher Q zum Mittelpunkte hat., mit der verlängerten 
CA, verlängert SP bis zum Durchschnitte mit dem, inR' 
auf CR' errichteten, Perpendikel R'S', und beschreibt einen 
Kreis aus R', als Mittelpunkte, mit einem Radius =R'S', 
so schneidet derselbe die Linie BC in F, CD in L, 

weil Jb+AC > o 

also Jb a +ab.QC > o 

folglich b*+ab.QC > l*b* 

IPA* 



mithin b*+ab.QC+CQ* >/PA*+AQ* 

) QP» 

f ß Q 2 

. 1 

somit b+QC > RQ 

■ 

« 
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demnach h > IRQ— QC 

l CR 



also fb )>t|CR* 
AO* I 1 RU* 

AP*| 
RS»; 

folglich SR > RU ; 9 

und nun ist, wenn die geraden Linien AF, AL gezogen 
werden, weiche die Verlängerung von DC BC.in E, 
H schneiden, CR': R'F = FR': R'A 

also AFR' = FCR' 
= ACE 



folglich C R'F =» CEF ; 

demnach liegen F , C, R', E auf dem Umfange des Krei- 
se* , welcher FE zum Diameter hat , so dass 

R'FE = a R— j AFR' 

lFCR f 

= FER' 



mithin arcER' =s arc.FR' j 

also ist FR'} die Chorde eines Quadranten, AG de« übet 
R'S' ' 

AO 

geschriebenen Kreises, somit FE « AI^ 

EM so ist CJV: R'L - IX: R'A 

» 

9 bo 4L* - LCR' 
- AC« 

T I . j 
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folglich CR'L « LHC 

demnach liegen H , L , C , R' auf einem Krcisumfange , 
Welcher LH «um Durchmesser hat , so duss 

HLR' » aR-CALR' 

tLCR' 

= LHR' 



also arc.HR' =» arc.R'L 

folglich ist LR' die Chorde eines Quadranten AO 
dis , über HL beschriebenen, Kreises , somit HL =±= AN 

= b. 

Zusatz 3. 

Beschreibt man über der Linie BA = AR, welche 
auf der Verlängerung von BA über A hinaus genommen 
ist, auf der anderen Seite von BB', als da , wo ABCD 
liegt, ein Quadrat AB'C'D', so lösen die Linien AE , AL 
AE', AL' obige^ Aufgabe zugleich in Beziehung aul das 
Quadrat von AB' auf, und bestimmen namentlich die Linien 
F"E\ H"L", F"'E"', H"'L"' zwischen den Schenkeln des, 
dem Winkel B'AD' gegenüberliegenden, Winkels von 
einer Lauge = b. 

» 

Algebraische Auflösung. 
Setzt man zur algebraischen Bestimmung die Liniq 

BF = x, BA re a 



- . - 



so ist GF = a— x , AF» « a a +x* t 



i Nun ist AF a :FB a = EF 2 :FC* 



also a a -*-x a :x a = b a : 

aax-frx* 



:i(a— x) a 
f a a — aa 
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■ 

folglich h-x* =r a 4 +a 3 x a - 2 a 3 x— aax s «*ra*x*-*-x 4 

, mithin x 4 — 2 ax 3 — (b a — * a 3 )x a — 2 a s x+a 4 = o 
d.i. (x^+(i/(^+b a ) ajx^)(x5-(i/(a^b') + a)x + a a )= ! ! o 

demnach entweder x a +(i/(a 2 -*-b a ) — a)x-*-a a , =s o 

oder x*— (a*+b a )+a)xH-a* » o 

r k(a a +b a )— rvw+h*)-- a \* ■ 

alsoentw\x + - j ^ ) — ** 

a 4 +b*-2 a (a*+b a )+ a^-4 a ' 

b*-2 a a — 2aV(a a +b*) 



,. , |/fa*+b?)-a v-(b*-2a*-aat/(a* + b*» 
folglich x « ± 

^ a-t/f^-hb*) ± ^(b*— 2^-aay/(aVb?p 



, f i/(a»+b')+.aY /V(a«+b*)+aN 

a a +b 2 +2 a V (a 9 + b*) + a*- 4 a* 



— — - 



4 

h* — 2 a a Hr 2 a y (a* -«* fc* } 



+ ✓ (a*+b>)-t-a + 1/ (b a — 2 a*-4y2ay/ (a\ b*)) 
folglich x ^ - « 

Die vier Werthe von x sind also 

* 

-/(a 2 + b 2 ) + a+i/ (b a — 2 a a — 2 aV (a*.+ h*% 
x = — r " 

— V (a 2 b*) + a— V (b* — 2 a*— 2 a (a* 
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* • 

+ y/(a*+b»)-t-a-fr. j/ (b a — a a»-+-aa \f (a* -t-b*)) 



X 



Da (K(a?+b*)-a» > l<y( a *+b*)— a)»-4a» 

lb?— aa*— aay(a 3 +b*) 

- 

' — ^**a»*^"»a«»^«»Ä^«a«B»^i»^^^ Äi ^^ — | ^^^^ 

so ist i/fa^+b*)-^ > K( ba — aav/(a a +b*)) 



folglich i/(a*+b*) >a+ */{b 3 -aa a -aai/(a*-+-b*)); 

mithin ist der erste, und noch viel mehr der zweite jener 
Werthe von * negativ, dagegen sind die beiden letzteren 
positiv , übereinstimmend mit der geometrischen Cqnstruct- 
tion, weiche BH', BF" in die, den Linien BH, BF ent- 
gegengesetzte, La.ge Bringt. Es ist also 

x = BH' 
x" = BF 
BH 

» 

BF. 



: ■ 



Uebrigens sind die beiden ersten Werthe pur mbglici^ 
Wfl b* 5=5 2a*+2aV(a*+b*) 



* • « . . ■ 



* b* — aa* ~~ 2a|/(a*4-b Ä ) 
folglich b4-4a»b*+4a* - 4at*4a*b* 



mithin b* ^ 8a*b* 



somit b* - 8 a*. 
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Macht man CAT = CAÜ = R , so ist 
TU* = TC*-»-UC a 

= 2TC 3 = 2.4 CD* 
» 8.CD* 
= 8.a* 



also muss b ^ TU seyn. 
Anmerkung 1, 



Verwandelt man , um diese Wertlie von x in diqe- 
nigen umzuändern, welche dem Quadrate Aß'C'D' an- 
gehören , den Werth von a in— a, so wird 

~ V (a a + h *)— a •+• 1/ ( b* — 2 a* + 2 a ^ (a* + b* )) 

X ss 

— V (a* -l- b*)— a— 1/ tf>*— 2 a* «+■ 2 a V ( a* «* b*)) 

X SC ~ ; ' 

2 

,„ -4-i/( a *+b* ) — a+ »/(b*— 2 a*-2 at/( a*-f.b*)) 

x : 33 ' 

2 

+ ✓ (a* -r»b*>— a— V (b*— 2 a*~ 2 a V (a* f - b* )) 

2 

Der [ erste J dieser Werthe ist der entgegengesetzte 
zweite 
dritte 
vierte 

des l vierten \ der obigen, und ihm , absolut ge- 
dritten 
zweiten 
eisten 
Rommen,, gleich. 

Die Construction stellt sie in der Ordnung dar durch 

irr, w, *r> rm 
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Anmerkung a* 

Es ist AF:FB = EF.FC. Setzt man AF 
= y, so ist y:i/(y 2 — a a ) = b:a— i'(y 2 — a 2 ) 

also ay— yv/(y 2 — a 2 ) = b^Cy 2 — a 2 ) 

folglich ay = (b-hy)i/(y 2 ~a 2 ) 
mithin a 2 y 2 = (b?H-2 by+y 2 )(y a — a 2 ) 

= b a y*-4-3tby 5 -f-y4— a 2 b 2 — 2a 2 by— a?y* 

somit a^b 2 = y 4 +2 by 3 -4-(b 2 ^-2 a*)y 2 — 2a 2 by 

demnach a*+a 2 b 2 = y 4 +2 by 3 4-(b 2 — 2 a 2 )y 2 — 2a^by-i-a 4 

=*= (y a +by-a 2 ) 2 

also ± i/(a 4 +a 2 b 2 ) = y 2 -i-by-a 2 

* < 

folglich a 2 +Jb 2 *|/(a 4 -Ha 2 b 2 ) = (y + Jb) 2 
, — . > 

demnach y = — §b_t i/(a~+Jb* * v/(a*-*-b 2 )). 
Die vier Werthe von y sind also folgende: 
y =*= — i b4-v/(a 2 H-Jb 2 -hai/(a 2 +b 2 )) 
y' = — |b-|/(a 2 +Jb 2 +aj/(a 2 -*-b 2 )) 
y m Ä — |b+|/(a*+Jb» ~a^ (a 2 ^b 2 )) 
y""=xz -|b-i/(a 2 -»-£b 2 — av/(a 2 +b 2 )), 

Um zu erkennen, welche Linien durch diese Werthe 
angedeutet sind, setze man AO = z, wenn O der Hal- 
birangspunkt von FE ist, also AE = z-*-{b, AF=z-§h* 

Da nun AE 2 :ED 2 ^ FA 2 :Aß 2 , 

-. , — 

so ist (z-Hjb) 2 :(z+£b)--a 2 = (z— *l>) 2 :a 2 
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also a a (/.+Jb) a = (z-t-J b)*(z— \ b)*— a a (z-§ b) 1 



■ 



folglich a a ((z+|b) a 4-(z-äb) a ) M (z a ~ib a ) a 

a a (2z a -h§b a ) >= z4—jb 2z3 +is b4 
*a a z a +Ja a b a ) 

mithin §a a b a — /^b* = z*— (| b a +2 a a )z* 

= z«— 2(£b a + a a )z* 



somit Ja a b a — ^b'-Kaa+Jb*) 2 
Ja^-^M+a^la^-h /^b* 
a 4 + a a b a 
a a (a a +b a ) 



(z a _(J b a +a a ))* 



demnach z a ~fJb a +a a ) Ä ^ai/(a *b a )) 

also z = ± v/fa a -f Jb a üa^(a» + b a )). 

Es hat mithin z vier Werthc t wovon je zwey einan 
der gleich , und entgegengesetzt sind , welche sind 

z = -^V(a a +Jb a -4-ai/(a a -i-b a )) 

z" = — |/(a a -f-Jb a +aVCa a -^b a )) 

z"'= -*-v/(a a +Jb a — a>/(a a +b*)) 

b""= -|/(a«+{b a -rai/(a 3 +b?)). 

Bezeichnet demnach z' den Werth von AO, so be- 
zeichnet z" den von AO\ Deutet z"'den Werth von AO" 
HB 9 so bezeichnet z den Werth von AO"\ 

Obige Werthe von y werden aber aus diesen Wer- 
fhen von z erhalten, wenn mit jedem derselben — Jb 
verbunden wird, so dass y' den Werth von AF, y" den 
Werth V01 * AE ", y"' den von Aß', y""den von AF"' be- 
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zeichnet. Die Werthe von AQ, AQ", und von AQ' , 
AQ'", wenn Q , Q", Q', Q'" die Halbjrungspunkte der 
Linien LH, L"H", L'H', L'"ff" bezeichnen , werden nicht 
besonders angegeben , weil sie der Lage und Grösse nach, 
dieselbigen sind, wie die von AO, AO', AO", AO'". Weil 
AQ s» AQ , und keine der anderen entgegengesetzt ist , 
so giebt die Algebra auf die Frage , in welcher Entfer- 
nung von A der Halbirungspunkt der in dem Nebenwin- 
kel des Winkels BCD liegenden, der Linie b gleichen, Li- 
nie liege, nur eine einzige Antwort, weil es nur eine ein- 
zige Entfernung giebt, man mag sie in dem einen , oder 
dem anderen Nebenwinkel suchen , und deutet sie 
durch -frv/(a*-*-£b a -*-ai/(a a -l-b a )) u. s. w. an. Es be- 
zeichnen desshajb auch obige Werthe von y , welche 
durch y, y", y", y"" angedeutet werden , nicht , wie es 
anfangs scheinen konnte, die Linie AF , AH, AF, AH', 
sondern die Linien AF , AE", AE', AF"'. Und die AI- 
gebra ist hier nicht, wie man glaubt, in dem Falle, die. 
Linien AH, Äff für negative auszugeben, wenn sie AF^ 
AO" als positive bezeichnet. 



Aufgabe XLIX. (Fig. 44.). 

Den Sinus der Hälfte eines gegebenen Winkels 
AGB = a zu finden. 

Auflösung. 

Es ist Qos.lg a * J b) =»cos.§ a.cos. J b - sin . § a . sin . J b^ 
Setzt man a =» b , so ist cos.a == cos.f a* — sin.Ja*. 

=s 1 —2 (sin. ! /2a)* 



also sin.'/Ja = "ilV * 
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Anmerkung« 

Da der Sinus der Hälfte des Winkels ä ans dem 
Cosinus dieses Winkels ausgedrückt wird, der Cosinus 
CD des Winkels a aber auch der Cosinus anderer Winkel 
ist , so hat die Algebra den Sinus der Hälfte aller der 
Winkel auszudrücken , welche CD zum Cosinus haben« 
Das geschieht durch die Zeichen -4- — . Die l inie CD 
ist z. E. auch der Cosinus des erhabenen Winköls ACB', 
so wie des hohlen Winkels ACB'. Der Sinus der Hälfte 
jenes Winkels ist E"F", dieses E'F, Der Ausdruck 
für sin . l f2 a muss also sowohl den Werth von EF , 
wenn ACE = '/a ACB ist, als den von E"F" und von E'F 
anzeigen , und alles dieses leistet sie durch das doppelte 
Zeichen. 



Aufgabe L. (Fig. 44.) 

Den Cosinus der Hälfte eines gegebenen Winkels 
ACB ae a zu finden. 

* 

Auflösung. 

Es ist cos . a s (cos . '/o a) 3 — (sin . */* a)* 

=tr (2 COS . I 

folglich cos .'/ja = ± y — C ^l . 

Anmerkung. 

Da der Cosinus der Hälfte des Winkels a aus deni 
Cosinus dieses Winkels ausgedrückt wird, der Cosinus 
CD des Winkels a aber auch der Cosinus anderer 
Winkel ist, u E< des erhabenen Winkels ACB', 



■ 
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des hohlen Winkels ACB' n. s. w. , so muss die 
Algehra den Cosinus der Hälfte aller der Winkel an- 
geben, welche CD zum Cosinus haben. Und das geschieht 
durch die Zeichen + — . Der Cosinus der Hälfte des 
Winkels a ist CF , der Hälfte des erhabenen Winkel* 
ACE' ist CF", der Hälfte des hohlen Winkels ACB' ist 

i 4» cos • a 

CF. welche Linien alle durch — ausge- 

a 

drückt sind. 



Aufgabe LI. (Fig. 440 

Die Secante der Hälfte des gegebenen Winkels ACB 
a zu finden. 

Au flösu ng. 

i i 

Es ist sec.Vsa = - . *= — =fe 

cos « 72 a i + cos.a 



±y 



i «t- cos • a 

Anmerkung. 

Die Secanten müssen, wenn der Gegensatz der Lage 1 
sich vollkommen darstellen soll, u. man nicht in unüberwind- 
liche Schwierigkeiten geratheil will , wie alle übrigen trigono- 
meteischen Linien, auf einer einzigen geraden Linie, na- 
mentlich auf einem einzigen Diametcr und seiner Verlän- 
gerung, dargelegt werden. Das geschieht, wenn man sie* 
als denjenigen Theil eines durch den Anfangspunkt des 
Vogens gezogenen und verlängerten Diameters definirt, 
Welcher zwischen dem Mittelpunkte und dem Durchschnitts- 
punkte der durch den Endpunkt des Bogens an den Kreis 
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gelegten' Tangente enthalten ist. Da nun aber die 
Secante der Hälfte des Winkels a durch den Co- 
sinus CD dieses "Winkels ausgedrückt wird , die Li- > 
nie CD aber auch der Cosinus anderer Winkel , wie, 
z. E. des erhabenen Winkels ACB' , des hohlen 
Winkels ACB' u. s. w. ist , so hat die Algebra zugleich 
die Secanten der Hälften aller jener Winkel , welche CD 
zum Cosinus haben , anzugeben. Das thut sie durch die 

Zeichen -t . Nämlich die Secante von »/a ACBist =CH, 

von der Hälfte des erhabenen Winkels ACB' ist ä CH' t 
der Hälfte des hohlen Winkels ACB' = CH etc., Linien , 
Welche einander gleich, und der Lage nach einerley, 
oder einander entgegengesetzt, also alle in dem Ausdrucke 

|/ enthalten sind. 

i + cos . a 



Aufgabe LH. (Fig. 44 O. 

Die Cosecante der Hälfte des gegebenen Winkels 
ACB =s a zu finden. 

Auflösung. 

Es ist coscc . § /2 a =± — r — = 

sin . 72 a 



1 — cos.a 



± V 



1 — cos . a 

Anmerkung. 

Wenn der Gegensatz der Lage der Cosecanten der 
Verschiedenen Winkel gehörig dargelegt werden soll, und 
man nicht in unüberwindliche Schwierigkeiten , wie sie 
die gewöhnliche Behandlung dieser Linie nach sich zieht > 



i 

1 
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sich verwickeln will j so müssen alle Cosecantefi , wie ts 
bey allen übrigein trigonometrischen Linien geschiehet j 
oder doch gescheuert kann, auf einen einzigen Diameter 
und seine Verlängerung , gelegt werden* Das geschieht, 
wenn man sie als denjenigen Theil eines, durch den End- 
punkt des Quadranten, welcher mit dein Bogen einerley 
Anfangspunkt hat ^ gelegten , Durchmessers betrachtet * 
welcher zwischen dem Mittelpunkte und dem Durch- 
schnittspunkte der; durch den Endpunkt des Bogens geleg- 
ten , Kreistangente enthalten ist. Da noii die Cosccante 
der Hälfte des Winkels a aus dem Ctfsinus desselben 
ausgedrückt wird , so ist dieser Ausdrück auch der Aus- 
druck für die Cosccantcn der Hälften aller anderen Win- 
kel , welche denselben Cosinus haben. Derselbe Cosinus 
gebort aber auch unter anderen dem erhabenen Win- 
kel ACB', und dem hohlen Winkel ACB' zu , also muss 
der Ausdruck für cosec . } /% a auch die Werthe von cosec. 
1/3ÄCB' enthalten, mag man! unter ACB* den erhabenen, 

oder den hohlen Winkel verstehen. Das alles geschieht durch 

die Bestimmung , däss cosec .'/ja = V ^~ co ~" a ä€t Y : 

Der Winkel >/2 ACB hat zur Cösecante CL , der Winkel 

1/2 ACB', wenn ACB' j erhaben 1 ist, /CL) j und die 

l hohl 3 ICL'f 
eine Linie ist der anderen gleich, der Lage nach aber' 

entgegengesetzt; 

Aufgäbe LIII. (Fig. 45.). 

Den Sinus der Summe eines Winkels von 45* und des 
gegebenen Winkels ACB = a ztt finden. 
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» 

Auflösung« 

, R — 2 a) i+cos.(R— 2 a) 
Es ist cos. 1= _i V 



2 I 2 



cos.f45 6 — a) i i+sin.2 a 

sin.(45°+a)/ — V 

Anmerkung. 

Da der Sinus von (45°->»a) aus dem Sinus des Dop- 
pelten des Winkels a ausgedrückt wird , so muss der 
Ausdruck von sin.(45 6 +a) den Werth von den Sinus al- 
ler Winkel enthalten, welche aus 4^° un d den Winkeln 
bestehen , deren Doppeltes einen Sinus = GH hat , wenn 
arc.AG = 2.arc.AB ist. Nun hat, z. E., der Winkel ACK, 
wenn GK#AF ist, einen Sinus KL « GH, der Winkel, 
welcher vom Bogen AK.QG gemessen wird , hat GH 
selbst zum Sinus. Also muss sin.(45°+a ) neben dem 
Werthe von DE , auch , wenn BD =« 4^° genommen 
wird , den Werth von sin . A^°+ t \ ACK ^ und von 




i35°— a 

45 Ö + (4 R **- 2a ) ] u. s. w. enthalten. Es ist aber 

2 

2R+a 

223°. 



i35°-a-|.45 0 +a=«=i8o ö , also ist sin.(i35°-a)=r sin.(45°* n+. 

Es ist 22D°+a— 45°— a «= 180 0 , alö ist sin(225°+a)rn: 

— sin.(45 6 +a) u. s. w. Mithin drückt die Algebra alles 

f + sin.2a 

vollständig durch ± V « * — — aus, wie es der geometn- 

i3 
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sehen Construction gemäss ist, welche OP a= DE als 
' sin(i35°— a) , und PQ = OP = DE als sin(225°+a) 
construirt , aber PQ mit OP in die entgegengesetzte Rieh- A 
tung legt. 

■ 

Aufgabe LIV. (Fig. 45.). 

■ 

r * 

Den Cosinus des Winkels== 45°-*-|ACBJ 2U finden« 

Auflösung. 

. . R— 2 a] I— cos(R— la) 
hs ist sin . f a "t- |/ ■ 



2 

sin.(45°^a) 
cos.(45o-t-a)' 



i — sin. 2 a 



Anmerkung. 

Da cos«(45°+a) aus dem Sinus des Doppelten des 
Winkels a ausgedrückt wird, so muss der Ausdruck von 
cos.(45°-*-a) den Werth von den Cosinus aller Winkel 
enthalten , welche aus 45° un d den Winkeln bestehen , 
deren Doppeltes einen Sinus = GH hat. Nun hat z. E. 
der Winkel ACK, wenn GK # AB gelegt wird, eiuen 
Sinus KL =c GH , der Winkel , welcher vom Bogen 
AKQG gemessen wird , hat GH selbst zutn Sinus u. s. w. 
Also muss cos.(45°+a) neben dem Werthe von CE , 
vtmm BD = 4^° genommen wird , auch den Cosinus des 
Winkels von (4^°"*" S \ ACK \ \ und des Winkels von 



( i35°— a J 
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45°+ (' )/ v * s « ^ enthalten* Es ist aber 



! 

f 2a5°+a S 



i35°-a-H45°4-a«i8o°, also ist cos.(i35 0 -a)=-cos.(45 0 +a). 

Es ist 225°-4-a-(45 0 +a)=j8o°, also ist cos.(225°H~a)=r 

— cos.(45°-*-.a). Mithin drückt die Algebra alles voll- 

1 -i-sin # 2 a 

ständig durch V ~ aus , wie es der geometri- 
schen Darstellung gemäss ist, welche PC = cos.(i35°-a)= 
cos (2*5° -ha) = CE macht , und in die entgegengesetzte 
Richtung legt. 



Aufgabe LV. 

Den Sinus des Ucberschusscs eines gegebenen Win- 
kels von a° über einen Winkel von 4^° zu finden. 

t 

Auflösung. fi 

_ . . 2 a — R/ , 1 — cos. (2,1 — R) 

Es ist sin. > = 1/ ■ 

2 \ — 2 

sin.(a — 4^°)l + 1 — sin.fa R— 2a ) 

1 ~" ^ 2 



i + sm.2a 

Ä ■*» |/ , . 

j 

An merkung. 

1 

1 

Es gelten hier dieselben Betrachtungen , wie bey dert 
Vorhergehenden Aufgaben« 



Digitized by Google 



Aufgabe LVh 



Aufgabe LVI. 

Den Cosinus der Differenz der Winkel von a° und 
45° zn linden. 

Auflösung. 
* Es ist cos.22±L + '+cos.(2a-R) 
cos.(a— 45°)) 

, 14- sin. (2 R— 2 a) 

=3 + |/ 

i+sin.2a 
a 

Anmerkung 1. 

Hier gelten dieselben Betrachtungen , wie bey den 
vorhergehenden Aufgaben. 

* 

Anmerkung 2. 

R— 1 a 

Eben so ist sin.(45°-a) .« sin. 

2 

. 1— cos.(R-aa) 



■ > 



± ✓ 



1 — sin. 2 a 



2 ' 



und cos.(45°— a) =» cos.-- a * 



+ i-t-cos.(R — aa) 



1-4- sin. 2 a 
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Anmerkung 3. 

Zu ganz ähnlichen Betrachtungen führen die For- 
meln für i 



(45 ,, +a) 
r 



„. i-sm.ia " i*«n.aa 

co S .(a-45°? co ««-(a-45 0 ) - . / — . 
v sin.(a— 4a°^ 



♦ l/ " 1 * 1 " + .i-sin.2a 

=i^-— ^ — ■»• \' 3 

i+sin.aa ~ i-sin.aa 

^.C45^)=_L__ coeec.(45--.)-_ 

co S .(45»-a) « sin . ( 45Sr^ 



-f. . i -4- sin. 2 a . • _ 

JL i/ _* . . i -sin. 2 a 



2 



i + sin . 2 a 



±v - 



2 



i-sm.2a* 



Aufgabe LV1I. (Fig. 46.). 

Den Sinus eines Winkels a aus dem Cosinus zu be- 
stimmen. 
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' Auflösung, 

1 

(sin.a)* = 1 — C C0s « a ) 2 
also sin.a = + /(i— (cos.a) 3 ). 

Anmerkung. 

Da der Sinus aus dem Cosinus ausgedrückt wird, 
so enthält der Ausdruck von sin.a den Sinus aller Winkel, 
welche denselben Cosinus haben. Nun haben z. E. der 
erhabene Winkel ACD , der hohle Winkel ACD u. s. w. 
denselben Cosinus CE , wie der Winkel ACB « a. Da 
nun DE der Sinus der letztgenannten Winkel ist, so 
giebt der Ausdruck von sin.a, sowohl den einen , als den 
anderen an, indem die Algebra sin.a = ± (cos.a) 2 ) 
setzt. 

Aufgabe LVIIL (Fig. 46.). 

Don Cosinus des Winkels a aus dem Sinus aus- 
zudrücken. 

Auflösung. 

< 

Es ist cos.a = ^^(1 — fsin.a)*), 

Anmerkung. 
Da der Cosinus aus dem Sinus ausgedrückt wird , 
so giebt der Ausdruck von cos.a die Cosinus aller Win- 
kel an, welche einen Sinus =* BE haben. Nun ist 
sin.ACG = GH 

= BE, wenn BG#AC ist. Es ist der Sinus des 
Winkels, welcher vom Bogen AGDB geraessen wird, 
= EE u. s. w. und der Cosinus jenes Winkeis ist = CH, 
dickes = CE. DcssJiaib setzt die Algebra cos . a = 
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±* / (i— (sin.a) a ) , in welchem Ausdruck alle jene 



enthalten sind. 

Aufgabe LIX. (Fig. 46.). ' 
I 

Die Tangente eines Winkels a aus dem Sinus aus- 
zudrücken. 

Auflösung. 

_ . sin.a 
Es ist tan.a = — 

cos.a 

sin . a 



V{\ — lsin.a) 5 ) 

Anmerkung 1. 

Da die Tangente aus dem Sinus ausgedrückt wird , 
so muss der Ausdruck für tan.a die Tangenten aller Win- 
kel angeben , welche denselben Sinus haben. Nun haben 
z. E. der Winkel ACB , und der Winkel ACG densel- 
ben Sinus , also muss tan.a sowohl die Tangente von ACB, 
als von ACG angeben, und das geschieht durch tan . a = 

— — — — — - , während die Geometrie die Tangenten 
l'(i-(sin.a)3) 0 

KA , AL der zu jenen Winkeln gehörigen Bogen einan- 
der gleich, aber in gerade entgegengesetzter Richtung 
darlegt. 

Anmerkung 2. 

In ganz ähnlicher Art verhält es sich mit den Aus- 
drücken der Tangente aus dem Cosinus, der Cotangente 
aus dem Sinus , oder dem Cosinus u. s. w. 

A u fg abe LX. (Fig. 46.). 

Den Cosinus eines Winkels a aus der Tangeute auszu- 
drücken. 
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Auflösung. 

i 

Es ist cos . a = 

sec . a 

^ -v'O+Ctan.a)*/ 

Anmerkung. 

Zu jeder Tangente, sie sey positiv, oder negativ, 
gebort also ein doppelter Cosinus. Nämlich AR ist so- 
wohl die Tangente von arc.AB, als z. E. von arc.AGM, 
wenn BM ein Durchmesser ist. Jener Bogen hat CE, dieser 
. CH zum Cosinus, wovon dieser jenem gleich ist, aber 
entgegengesetzt liegt. AL ist die Tangente des Bogens 
AB und z. E. zugleich des Bogens AGD, wovon jener CH, 
dieser CE zum Cosinus hat, und jener diesem gleich ist, 
aber entgegengesetzt liegt* 



Aufgabe LXI. 

Die Anzahl der Glieder einer arithmetischen Reihe 
zu suchen , deren erstes Glied = i , Differenz = i , und 
Summe der Glieder = 10 sey. 

Auflösung. 

Aus bekannten Gründen muss, wenn x die Anzahl 

der Glieder bezeichnet, die Gleichung statt finden 

x(x-w) 
=s 10 



also x'^+x = 20 



folglich x*-*-x+£ = 20 J 
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81 
4 



mithin x = — § £ V— 



1 *+■ 9 

*- 7 



demnach hat x die, Werthe I— J+| — +41 

Es weiset also die Algebra auf zwey Reihen hin, wo- 
von die eine aus 4> die andere aus —5 Gliedern beste- 
het , in deren einer das letzte Glied also auch = +4 , 
der anderen =e — 5 ist. 

■ 

Anmerkung i. 

Setzt man das erste Glied der Reihe = o, die Dif- 
ferenz = i , die Summe =» io , und sucht die Anzahl x 
der Glieder, so hat man die Gleichung 

x(x — i) 

= io 



also x 2 — x = ao 



folglich x* — x-|-| = 20J 



8 I 



mithin x = { + |/ y 

- s±i 

demnach entweder x = -4-5 

oder x = — 4« 

Sucht man das letzte Glied U dieser Reihe , unab- 
hängig von dieser Rechnung, so hat man die Gleichung 

U(U+i) 
= io 



also U* + U = ao 
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folglich U*+U+J = 20 J 

• : « v 

mithin U = — 1 4- 8 i 

demnach entweder U = +4 

oder U = — 5. 

Anmerkung 2. 

Die Algebra hat es in allen diesen Aufgaben mit der 
folgenden Reihe zu thun : 

— 5 — 4 — 3 — 2 — i o i 2 5 4 

und sie giebt auf die in der Aufgabe ihr vorgelegte Frage, 
wie gross die Anzahl x der Glieder dieser Reihe sey, 
weon i das erste Glied genannt, und die Hälfte des 
Produktes aus der Anzahl der Glieder und der Summe 
des ersten und letzten Gliedes = io gesetzt wird, die 
doppelte Antwort , es sey x ss +4 » oc *er =—5. Soll 
die Reihe mit o anfangen, so antwortet sie in Anmer- 
kung i auf die Frage, wie gross die Anzahl der Glieder 
dieser Reihe sey, wenn die Hälfte des Produktes aus der 
Anzahl der Glieder und der Summe des ersten und letz- 
ten Gliedes — io gesetzt wird, auf die doppelte Wei- 
se , es sey x = -h5 oder x == — 4* Oder sie sagt, 
wenn nach dem letzten Gliede U gefragt wird , es sey 
U = 4-4, oder U = — 5. Beide Reihen o i 2 3 4> 
und —5 —4 — 3 — 2 —i o leisten das Verlangte, 

Und so dient auch dies zu einem Beispiel , wie die 
Algebra niemals eine doppelte Antwort giebt , wenn 
nur eine einfache statt finden kann, \ 
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■ 

Aufgabe LXII. 

Eine Gesellschaft tritt zu einem gemeinschaftlichen 
Handlungsgeschäfte zusammen. Jedes Glied legt, doppelt 
60 viel Thaler ein, als die Zahl der -Glieder der Gesell- ^y*- 
schaft anzeigt. Auf 100 des Kassenbestandes werden so 
viel Thaler gewonnen , als die Einlage eines Gliedes be- 
trägt. Der Totalgewinn ist der doppelten Einlage eines 
Jeden gleich. Aus wie viel Gliedern bestand die Ge- lcxc 
Seilschaft? 

Auflösung. 

Es sey die Anzahl der Glieder = x 
so ist die Einlage eines jeden » 21; 

also die Gesammt - Einlage =s 2X 3 ; 
mithin verhält sich 100: 1 x* = 2 x : Totalgewinn. 

'4x 3 

Folglich ist der Totalgewinn =» - — . Demnach ist 

100 



x* 

somit =b 1 / 

100 



also x* = ioo 

* . 

mithin x = ±10. 

t 

Anmerkung. 

Der negative Werth von x enthält die Auflösung 
folgender Aufgabe: 

Eine Gesellschaft löset ein gemeinschaftliches Hand- 
lungsgeschäft auf. Jedes Glied erhält doppelt so viel 
Thaler, als die Zahl der Glieder der Gesellschaft beträgt. 
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Auf 100 des Kassenbestandes werden so viel Tbaler ver- 
loren, als der A n t b e i 1 eines Gliedes anzeigt. Der 
Totalverlust ist dem doppelten Antheil eines Jeden 
gleich. Aus wie viel Gliedern bestand die Gesellschaft ? 



Aufgabe LXIII. 

Es leiht Jemand zwey Capitalien aus, deren Summe 
es i3ooo, und von welchen er gleich viel Zinsen zu ver- 
schiedenem Zinsfusse bezieht. Wäre das erste Capital zu 
dem Zinsfusse des zweiten , das zweite zu dem Zinsfusse 
des ersten ausgeliehen , so würde er von jenem 36o Tha- 
ler , von diesem 49<> Thaler Zinsen erhalten. Weiches 
waren die Gapitalien, und welches war der Zinsfuss eines 
Jeden? 

Auflösung. 

Das eine Capital sey = S, so ist das andere = i5ooo-S. 
Ist der Zinsfuss des ersten = x , des zweiten ä y , so ist 

S i3ooo— S S „ n i3ooo — S , 

— . x — y , — y =5 obo,, x = 490 

100 100 100 100 

also Sx = ( 1 3ooo— S)y , Sy = 36ooo, (i3ooo-S)x = 49°°o 

f 1 1* h ^ X — ^36000 _ 49 000 

°^ IC i3ooo— S ^' ^ S i3ooo — S* 



... Sx 36ooo 
mithin = — — 

IOOOO-Ö o 



36ooof 1 3 000 — S ) 
somit x = : 



Digitized by Google 



Aufgabe LX11L 30b 



« , 06000(1 5ooo— S) 49000 

demnach =° -r - 

v i3ooo — S 

also 06(10000 — S) a = 49»S* 



folglich 6(i3ooo— S) = ± 7 S 
mithin 6.i3ooo =«= (6±7)S 

r _ 

. _ 6.i3ooo 

SOmit h =aa -— 

6 + 7 



, 1 . 1 e 6.i3ooo 

demnach ist entweder ö =as - 



i3 



oder S 



=s 60OO; 

6. 1 3ooo 
— 1 

= —78000; 

somit das andere Capital entweder == i3ooo-6ooo 

=» 7000 ; 

oder == i3ooo— (— 78000) 
= 91000. 

36ooo 



Der Werth von y ist entweder: 



\ 

\ 



oder = 



Der Werth von xi 



6; 

3 6000 
—78000 

-« 

— Ä» 

49000 

700T 
75 



Digitized by Google 



3o6 Jufgabe LXIV. 



oder 



91000 

» 



Anmerkung. 

Die ersten Werthe von S , x , y lösen die Aufgabe 
in dem Sinne der Aussage auf. Die zweiten Werthe be- 
antworten folgende Frage: 

Jemand verschuldet zwey Capitalien, deren Differenz 
=s i3ooo, und von welchen er gleich viel Zinsen zu un- 
gleichem Zinsfusse bezahlt. Verzinsete er das erste Capital 
zu dem Zinsfusse des zweiten , das zweite zu dem Zins- 
fusse des ersten, so würde er von jenem 36o, von diesem 
490 bezahlen. Welches waren die Capitalien , und wel- 
ches war der Zinsfuss derselben? 



Aufgabe LXIV. 

Die Nachlassenschaft eines Mannes wird unter seine 
Kinder vertheilt. Jedes erhält so vielraal 1000 Thaler, 
als Kinder sind. Von jedem 100 der Nachlassenschaft; 
werden dreymal so viel Thaler , als Kinder sind', an eine 
wohlthätige Kasse abgegeben. Es ist 7 | 5 dieser Abgabe 
der Zahl der Kinder gleich. Wie viel Kinder sind es? 

Auflösu ng. 
Es sey die Anzahl der Kinder = x, 

so ist der Anthcil eines Jeden a= iooox 



folglich die ganze Nachlassenscbafl = 1000 x 2 
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mithin too:tooox* s*3x: Abgabe 

somit die Abgabe « 3ox 3 ; 
demnach 7 | 5 3o \ % =t= x 
also ^x 2 = 1 

folglich X* r= ^5 

somit x ä- + 5. 

Anmerkung« 

Der negative Werth von x enthält die Auflösung 
der folgenden Aufgabe : 

Die Nacßlassenschaft eines Mannes wird durch seine 
Kinder zusammengebracht. Jedes bezahlt so vielmal iooo 
Thaler, als Kinder sind. Zu jedem iooo der Nachlassen - 
schaft werden dreymal so viel Thaler , als Kinder sind, 
aus einer wohlthätigen Kasse zugeschossen. Es ist 7 | 3 
dieses Zuschusses der Anzahl der Kinder gleich« Wie- 
viel Kinder sind es ? 



Aufgabe LXV. 

Jemand kaufte einen Garten für x Thaler , und ver- 
kauft ihn wieder zu i44 Thaler. Statt 100 des Ein - 
kaufspreises bekommt er x+ioo zurück. Wie gross ist 
der Einkaufspreis? 

Auflösung. 
Es ist ioo:x = x+ioo:i44 , 

also x(x+too))=ts i44oo 

X 2 H- IOO Xl 
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folglich (x+5o) a =s i44<»+»5oo 



•ItTIII 



mithin x = — 5o ± i3o 

* 

• / 



=i so 1. 

l-i8o» 

Anmerkung. 

Der negative Werth von x enthält die Auflösung der 
folgenden Aufgabe : 

Es verkauft Jemand einen Garten für x Thaler, und 
hat ihn für i44 Thaler angekauft. Statt ioo des Ver- 
kaufepreises hatte er x — 100 bezahlt. Wie gross ist der 

Verkaufspreis? \ 

» • 

Aufgabe LXVI. 

Jemand kauft einige Ries Papier für 10 Thaler. 
Hätte er für dasselbe Geld 5 Ries mehr erhalten, so 
hätte jedes 3 Thaler weniger gekostet. Wie viel Ries 
kaufte er? 

Auflös un g. 
Es sey die Anzahl der Ries = x, so kostet ein Ries 
™ Thaler* Wären der Ries 3 mehr gewesen, so hätte 



x 

to 



jedes Ries Thaler gekostet, also ist 

10 _ io 3 



folglich io(x+3l*s 10 x-«- J3x(x+3) 
iox+3o) I3x 3 -i-9x 
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Ornithin 5o rss ax a +p,x 
somit 10 = x a + 3x 



demnach io = (x+f) a 
also x = — i±J 



Anmerkung. 
Der negative Werth von x beantwortet folgende 

Frage : 

Jemand verkauft einige Ries Papier für to Thater« 
Hätte er für dasselbe Geld 3 Ries weniger verkauft, so 
hätte jedes Ries 3 Thalei mehr gekostet. Wie viel Ries 
verkaufte er? 



Aufgabe LXVIL (Fig. 4?.). 

> * 

Die Polargleichung der Parabel tü finden * wenn der 
Brennpunkt der Pol ist 

Auflösung* 

Bezeichnet matt den Radius Vector FM durch den 
.Winkel AFM durch q) , das von dem Punkte M auf die 
Achse gefällte Perpendikel MP durch y, die daau gehft« 
rige Abscisse AP durch x , sö ist 

FP «* 2«C0S, MFP , MPJä t . AlU , MFP 



also X »SS lp— &CÖ840 



■f- 




14 
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folglich pxl= ip a — pzcos.9 



z 2 sin. (p? 



mithin z* =e J p a — pz.cos.9>+z*(cos. y)* 

somit z ss ^(»/ap— z.cos.^) 

demnach z(ii.cos.<jp) = ± '/a p. 
Es hat also z zwcy Werthe, welche sind 

Vap VaP 

z 



I -f- COS . (f ' I — cos . <p 

Va p '/ap 
2(cos. '/a <//)* 2(sin. ! /a 9)* 

- = , P ^ P 

(2 cos . '/a 9)^ (2 sin . '/a ' 

Von welchen Werthen der eine positiv , der andere nega- 
tiv ist, der eine die Linie FM , der andere die ihr ent- 
gegengesetzt liegende Linie FN bezeichnet. 

A n roerkun g i. 

Wollte man diese Aufgabe dadurch auflösen, dass 
man FM|=s= £p-t-x setzte, wie es in den meisten Lehr- 
büchern geschiehet, so würde man erhalten , t 

z = Jp-f-jp — z.cos.9 
= V2 p — Z.COS.9) 

■ I I I UM 

also z(i -4-cos.y) = '/a p 



folglich z 




(2 cos. y a q>y 
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Es würde mithin nur der eine Werth von z, welcher 
dem Winkel q> zugehört, gefunden, welches mangel- 
haft wäre. Setzt man aber , wie allein richtig ist , 

z F= *(fp+x), weil z* = v a + (x~|p)a 

= x^+yjpx-^^p* 

= (x-*Jp) 2 



also Z =rr 2T(X4-Jp) ; 

so erhält man z « p-<-J p— z eos.go) 

=* ±('/2P— Z.COS.9) 

— V 2 P + z.cos.<p 



mithin z(r^Tcos.y>) == i 7* P 



somit z 



(2 cos . 1/2 qp) 1 1 (2 sin . */i <p)* 

Und daraus erhellet die Notwendigkeit, die negativen 

Ausdrücke nicht zu verwerfen. 

» 

[Anmerkung 2. 

Macht man auf der Verlängerring von AF die Linie 
FA' = AF , und cönstruirt eine Parabel , deren Ach- 
se A'F , und Brennpunkt F ist , nimmt man stach FP'=» 
FP, und cönstruirt die zu A P' gehörige Ordinate P'M', 
so ist , wenn die gerade linie FM' gezogen wird , 

FAT* =a FP'*-f.FM* 
i= FP»+PM* 
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» (AP-AF *4 PM* 

s . , 

=* (*— ip) a +y* 
» x* + V2P»H-Äp a ; 

mithin ist sowohl FM'*, als FM* = (x+Jp;*. Die Al- 
gebra hat also in der Quadratwurzel von x 2 -*-Va P x +i T *P* 
sowohl den Weith von FM , als deu von FM' auszudrü- 
cken, und das thut sie dadurch, dass sie die Quadratwur- 
zel aus x^ + '/apx-n^ p* =» +M* + Jp) setzt, gleichwie 
die Linien FM, FM' einander gleich sind, und einander 
entgegengesetzt liegen» Es antwortet mithin die Algebra 
in der Gleichung z -= J p) erschöpfend auf die Fr 

ge : welches ist der Werth des zu einer gegebenen Ab- 
scisse gehörigen Radius Vectors einer Parabel, deren 
Brennpunkt in F liegt, und Parameter = p ist? Da es 
in der Frage unentschieden bleibt , ob der Scheitel in A , 
oder A' liegt, da auch die von A, oder A' genommenen 
Abscisseü nicht einander entgegengesetzt liegen , also jede 
mit dem Zeichen -+- zu versehen ist , so ertheilt sie 
die dadurch bestimmte doppelte Antwort» 



Aufgabe LXVIII. ( Fig. 48. ). 

- 

r 

Die Polargleichung der Hyperbel zu finden , wenn ein 
Brennpunkt der Pol ist. 

Auflösung. 

Es sey HF die Hauptachse , F ein Brennpunkt , C 
der Mittelpunkt, M ein Punkt der Hyperbel, MP eine 
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Ordinate der Achse , FM ns z , AFM s» 9 , die Haupt- 
achse ao a, die Nebenachse =3 b , so ist 

MP = 2.sid,9, FP=z.cos.9>, CF=* V(fa»-h|b*) 

' ' • "■ < H 1 ■> -■ 1 . » 1 . 

t 

also MP* « z*(sin.<p) a , CP » */(Ja* + Jb a )— z.cos.p 



folglich 

b* 

z*(sin.g>) a l=^^^(Jaa-f.|b a )- z.coa.p)»— J a») 
\ b* 

«'(i.(cos.9)») ) * -(|a^h?-*zcos.g> ✓ (iaMb^+z^cos.y)^») 



■ — ■■- ■ 

mithin 

=-5 (J b*--azcos.g>.i/ (Ja*-*-Jb a ) -f- z*(cc*.y)»(t+_.)) 
a j^a 

"(l b*— 2zcos.<p 1/ (Ja* + J b») ■hz*(cos < y) ^ aa ^ b * ) 



somit 1 * * b ^nb-z c oup^H*-**^ 



1/2 b J 



1 ! ■ 11 v 



/" . bcos^^Ja a +|b»>\ 
demnach z( 1 + f/T — ± l /2 



b* 



" ■ » 1 '■ ' . j ii "JH. 1 1 1 am » 



b* 

a]so. 2 = 



1 * cos.y . ( j a a 4- J b*fc 

i/T ~ 
W2M 



'fta, 



— a J^cos.p. (a^-V-b*]^ 

folglich entweder z =? t*\ 

a+cos.p.i/(a*-4rlfc*> 

A 

oder a =9 



a,— cos , guy 
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Zusatz. 

I) Ist 9 a= O . SO ist 

der erste Werth von z = 4-. ^ , } 



Ja-*-V(Ja*+Jb* 

CF a — ja* - 
CF-t-yaa 

CF-»/,a; 



<fcr zweite Werth von z = ^—-^j— ^ 



jb* 

ia-V(Ja*-t-Jb*)' 

CF a —ja* 
y 2a _CF 

CF a —|a a 
CF-'/ 2 a 

CF+V a a, 



a.) Ist 9 < R, SP ist cos.9 positiv, also der erste 

Werth von z positiv, der zweite ( negativ K je nach- 

/unendlich) 
( positiv J 



dem a =* eos,9./(a a +b a ) 



also Ji m (cos.?)* 

a*Hrb* > 
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folglich — -) (=r55 g 

((sec.qp)* 



a*-4-b* < 
mithin - 1 J = f(sec.9) a — i 

0 b* (>Wn<9)* 
5 I 

(tan.a)*' wenn « den halben Asymp- 
totenwinkel bezeichnet; 

< 

somit tnn.a = tan. 9 
> 



< 

demnach a = q>. 



30 Ist <pi> R{, so ist cos.9 negativ, also der zwek 
l<aRl 

te Werth von z negativ, der eiste dagegen ( positiv K 

| unendlich > 
( negativ \ 

fcnachd. a+cos.9.v/(a^bV=\ 0 



" ■ -'. ■■ • — 

... a*+b*f<) 
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a* 

b* 
*a* 

(tan . a)* 
(tan.( 2 R •*-«))* 



1 ]< = >| (sec - y ^"" 1 
f (>J ((tan. y)* 



demnach tan . (a R— «)| j tan . 9 



also aR— 0 j~j V 



folglich 2 



Anmerkung 1. 
Nach dem Grundsatze, dass der grösseren , oder klei- 
neren Quadratzahl die grössere , oder kleinere Wurzel zu* 

< 

gehöre, wird hier aus der Bedingung, dass (tan,(aR-<*))* =s= 

> 



(tau.^)» sey, hergeleitet, es müsse auch tan.(aR-a)=*tan.qpi 
seyn. 

Es ist i:tan.(aR— a)»tan (rfU-a):(tan,(iR— <*))*, 
und i:tan^p = tan. 9: (tan. y)*. 

Wenn (tan , (aR— -a)) a = (tan . y)* gesetzt wird , so 

ist die positive Einheit als das Rfaass beider Grossen ge- 
dacht. Es ist aber tan.(aR— a) sowohl, als tan,^p negativ, 
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weil 2R — a und q) stumpfe Winkel sind. Werden die Glie- 
der der zweiten Verhältnisse in beiden Proportionen , 
nämlich (tan.(iR — aj) 2 und tan.(aR— a), (tarn^p) 2 uud tau.cp 
durch die positive Einheit gemessen so ist in beiden Ver- 
hältnissen das zweite Glied grösser, als das erste, also 
auch in den ersten Verhältnissen jener Proportionen das 
zweite Glied grösser, als das erste, d.h. sowohl tan.(iR-a) 
> 1 , als tan.9>>i. Das findet aber, weil tao.faR-a) und 
tan. 9 negative Zahlen sind , nur statt , wenn die Glieder 

durch die negative Einheit gemessen werden ; mithin ist 

< 

auch t wenn tan.(a R— a) = tan.9 gesetzt wird , die ne- 

> 

gative Einheit das Maass beider Glieder. Demnach gehört 

der in diesem Sinne kleineren , oder grösseren Tangente 

der grössere , oder kleinere Winkel zu. Folglich ist die 

> 

Folgerung richtig , dass 2 R — a » <p sey , wie es aus ei- 

< 

»er rein geometrischen Betrachtung gleichfalls hervorgeht 

Anmerkung 2. 
Zur Bestimmung des ersten Werthes von z für den 
Fall , dass <p i > R) ist, hätte auch foigeudermaassen ge- 

schlössen werden können. Es sey dieser Werth von 

1 1 

z ( positiv 

unendlich j e a4-cos.y.|/(a a +ba) Ä o 

negativ 
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also cos.y 3= — 



l/(a a -*-b a ) 



> a a 
folglich (cos, 9 ) a = 



<- a a -+-b a 
mithin (sec.qp) a » 

> 



a a 



<Vb* 

somit (tan. 9)* = )— 

>) a 



i(tan.(aR— a))< 



< 

demnach tan. 9) = tan.(2R— a) 

> 



also q> = 2 R— ■« 



folglich a+qp = 2R. 



Ist nämlich a4-cos.g>.i/(a a -l-b a )= o, so ist die po- 

< 

sitive Einheit das Maass beider Grössen, also auch der 

Grössen cos . w und - , Nun ist 1 : cos • g> =5 

|/(a a +b a ) 

a a a 3 

cos.g>:(cos.g)) a . 1: — • — = — , : — . 

yV 9 |/(a a +b a ) */(a2-t-b a ) a*+b*' 

Werden die negativen Glieder cos. od, — -— ^— — der 

55 r i/(a a -*-b a ) 

ersten Verhältnisse beider Proportionen durch die positive. 



Digitized by 



j4ufgabe LXVlll. 219 

Einheit gemessen , so ist das erste Glied 1 in beiden Ver- 
hältnissen grösser, als das zweite, also auch iu beiden 
Proportionen das dritte Glied grösser, als das vierte, d.h. 

a a a 

cos.® > (cos.op) 3 , — — _ > — — -— . Ist über die 

y v T ' |/(a* + b a ) a*i-b* 

negative Grösse cos. q> grosser , als die positive (cos.^)* , 

a a* 

uud *— — > — , so ist die negative Einheit 

|/(a 3 «fb a ) a*+h 2 ' 6 

das Maass beider Grossen, mithin auch sowohl von (cos.qp)*, 

Es ist aber i:tan<]p = tan.<p:(tan.qp)* , i:tan.(2R — cc) =a 
ten.(2 R— a):(tan.(aR— a)) a . Also ist die negative Ein- 
heit das Maass der Verhältnisse tan.qprtan.fjp* , tan.(2 R-a): 
(tan. (2 R-ct)) a , und weil tan. qp, tau. (2 R-a) negativ sind, 
sowohl tan.(2R — «)>(tan.(^ R— a)) J , als tan.ijp > (tan.y)*, 
folglich in beiden Proportionen das erste Glied grösser, 
als das zweite, d. h. i>tan.qp, i>tan.(2R — a) , mithin 
die positive Einheit das Maass beider Verhältnisse, somit auch 

von tan. 9, tan.(aR-a). Und da tan.g> = (tan.(aR— «), 

> 

so gehört der kleineren , oder grösseren Tangen- 
te der kleinere, oder grössere stumpfe Winkel zu, 

< < 
d. h. es ist <p = 2R-a, folglich = 2R, über- 

einstimmend mit dem vorhergehenden. 

A n m e r k u n g 3. 

Carnot stellt auf den Vorgang von d'Alembert dem 
ßatze , dass die negativen Grössen < p seyeu , die Pro- 
portion entgegen, es sey — 1 ä — (A). Setzt 
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man nun, sagt er, — i<o, also noch vielmehr — i<-t*i, 
so ist in dieser Propoitiou das erste Glied grösseij, als das 
zweite, folglich ist auch das dritte grösser , als das vierte, 
d. h. — i > + i , welches der Annahme widerspricht. 

Er hülle eben so eine andere Proportion, wie -#-4 ; ""~* 
ca -—3: + 2 (B.) nehmen, und sagen können: setzt man 
— 2 < o, also noch mehr — 2 < -*-5, so ist das erste 
Glied grösser, als das zweite, also auch das dritte grösser, 
als das vierte, d. h. —3 > +a, welches jener Annah- 
me widerspricht. 

Der Ehriiircht, welche die Mathematik einflösst , an- 
gemessener dürfte es seyn , wenn Carnot in jener Pro- 
portion folgendermaassen geschlossen hätte : »Da -4-i: — i 
»— + i ist, so muss, wenn > — i , also das erste 
»Glied grösser , als das zweite gesetzt wird , auch das 
»dritte Glied grösser, als das vierte, d.h. — i>-*-i seyn;« 
oder in dieser also: »da -*-5: — a = — 3:-*-a ist, 
»so ist, wenn -f-3 > —2, also das erste Glied grösser, 
»als das zweite gesetzt wird, auch das dritte grösser, als 
»das vierte, d. h. — 5 > -+-2. « 

Eben so hätte er in der Proportion -*» 2 : + 3 «=s 
—2: — 5 (.C*) folgenden Schluss machen können: Da 
-f-2 < +3 , also das erste Glied kleiner, als das zweite 
ist, so ist auch das dritte kleiner, als das vierte, d. Ii« 
— 2 < —3; oder in der Proportion -*-3:-*-2 = —3:— 2 
(D.) folgenden: Es ist -t- 5 > -+-2 , also das erste GKed 
grösser , als das zweite , folglich ist das dritte grösser , 
als das vierte, d.h. — 3 > -2. 

Und des Mathematikers Aufgabe ist es, da an der 
"Wahrheit dieser Sätze, weil aus wahren Sätzen nichts 
Falsches gefolgert werden kann, nicht zu zweifeln ist, 
diese Wahrheit zu erkennen sich zu bemühen , wenn sie 
auch einander geradezu zu widersprechen scheinen. 
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Zwey Grössen können nur dann mit einander ver- 
glichen werden, wenn sie sich auf einerley Einheit be- 
ziehen. Von zwey gleichartigen Grössen heisst die eine 
grösser , als die andere , wenn in jener die Einheit öfter 
wiederhohlt ist , als in der anderen. In der Reihe der 
natürlichen Zahlen i 2 5 4 5 f> 7 e t c . wird da- 
rum die nachfolgende grösser genannt , als die vorherge- 
hende , weil die positive Einheit in jener öfter vorkommt, 
als in dieser. Setzt man die Reihe über dar erste Glied 
hinaus fort, dass sie wird 

—7 — 6—5— 1 _ 5—1 - 1 +o-n+2-4-3-+-4+5-4-6-h7 etc. 

so herrscht auf der anderen Seite der Nulle dasselbe Ge- 
setz , wie auf der einen , und es muss darum — 5 eben 
60 gewiss kleiner als - 4 genanqt werden , als +4 klei- 
ner , als 4>5 gesetzt wird. In so fern also die positive 
Einheit als das Maass einer negativen Grösse und einer po- 
sitiven angesehen wird , ist die negative kleiner , als die 
positive. 

Die Reihe — 1 — 2 — 3 — 4 —5 — 6 etc. kann auch 
geschrieben werden 

2(-i) 3(-i) 4C— 0 5(-0 6C-1) ^c. 

In dem nachfolgenden Gliede ist die negative Einheit 
öfter enthalten , als in dem vorhergehenden. Also darf 
das nachfolgende grösser gesetzt werden , als das vorher- 
gehende. Setzt man die Reihe über das ei ste Glied hinaus 
foit, dase sie wird 

etc. H-6+5+4+3-#-2+i 4-0 — 1 —2—5 — 4— 5—6 etc. 

so herrscht links von der Nulle dasselbe Gesetz , wie 
rechts von derselben ; es muss desshaib -+ 3 eben so ge- 
wiss kleiner, als -4-2 gesetzt werden, als — 2 kleiner, als 
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— 3 gesetzt wurde. In so fern also die negative Einheit 
als das Maass einer negativen und einer positiven Grösse 
betrachtet wird , ist die negative grösser , als die positive. 

Um mithin von zwey gleichartigen Grössen über- 
haupt , sie seyen beide negativ, oder beide positiv, oder 
es sey die eine negativ, die andere positiv, beurtheilen zu Jiön- 
nen , welche die grössere sey, muss vorher bestimmt wer 
den , ob die positive, oder die negative Einheit zum Maas- 
se genommen werden solle. Ohne dies bestimmt zu ha- 
ben, lässt sich eben so richtig sagen, es sey +5 > — 5, 
als es sey -»-5< — 3, es sey — 5>— 5, als es sey — 5<_3 ? 
es sey -4- 5 > ^ 5 , als es sey •+ 5 < +■ 3 ; gleichwie auf die Frage, 
»wer hat am meisten von zwey Personen, wovon die eine 
»3ooo Thaier Vermögen, die andere 9.000 Thaler Schulden 
»hat?« nicht eher geantwortet werden kann, als bis fest- 
gesetzt ist, ob die Frage heisst: »wer hat am meisten Ver- 
um ö g e n ?« , oder : >» wer hat am meisten Schulden?« 
In jenem Falle hat die eine, in ^diesem die andere am 
meisten. 

Wenn, in der Proportion A , r < — 1 gesetzt wird, 
So ist die positive Einheit, also das erste Glied das Maass 
für beide Glieder des ersten Verhältnisses , folglich muss 
das dritte Glied, d.h. die negative Einheit, das Maass für 
die Gieder des letzten Verhältnisses seyn. Misst man aber 
— f und + 1 durch — 1 , wer wirds läugnen , dass alf- 
dann —1 > + 1 sey ? 

Eben so verhält es sich mit der Proportion B. Setzt 
man das erste Glied grösser, als das zweite, d.h. +J> > 
— 2, so ist dieses in so fern wahr, als die positive Ein- 
heit zum Maasse für beide Glieder genommen wird ; und 
nun muss das dritte Glied grösser seyn, als das vierte, 
d. h. — 5 > + 2, welches wahr ist, nobald man die ne- 
gative Einheit als das Maass beider Zahlen annimmt« 
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& liegt Mithin in den Proportionen A, B nichts wi- 
dersprechendes , und Carnot kann daraus nichts gegen 
die Annahme herleiten, dass das negative kleiner, als o t 
und kleiner, als jede positive Grösse sey* 

.Nimmt man, in den Proportionen C, D, -*-3>+2, 
so ist auch — 3 > — 2, weil, wenn das i zweite j Glied 

I erste ' 

grösser, als das f erste ) gesetzt wird , auch das f vierte I 

1 zweite! C dritte ' 

grösser, als das i dritte 1 gesetzt werden muss. Es ist 

i vierte J 

aber auch 5 > — 2, wenn man die negative Einheit 
als das Maass für beide Glieder ansieht. Ist aber —5 > 
—2, so ist auch — i > o. Ebenso kann — 7 ]> — 3 an- 
gesehen werden , also auch — 4 ^ 0 7 mithin auch — 5 
> + r u. & w. » 

Diese Ansichten überheben auch den Mathematiker , 
Ausnahmen von den Grundsätzen gelten zu lassen, wie 
in den" Capitcln über die Ungleichheiten in mathe- 
matischen Lehrbüchern , französischen und deutschon , an- 
getroffen werden. Wer wird z, E. die Grundsätze auf- 
geben wollen, zwey ungleiche Grössen mit gleichem mul- 
tiplicirt , oder durch gleiches dividirt , giebt ungleiches , 
und zwar die Multiplication, oder Division des grösseren 
giebt das grössere, oder, das grössere mit dem grösseren 
multiplicirt giebt das grössere, das grösseie durch das 
kleinere dividirt giebt das grössere. 

Doch findet man bey vielen Schriftstellern , z. E. bey 
Cauchy in der Analyse alge'brique , Behauptungen, wie 
folgende 2 
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Es ist 8 > 7 , 8 > 7 , a > b , a > b 
— 3 — — 3, — 3 = — 3 , — m « — ra, — m=» -m 



und doch — 24<—2i, — J< — |, — am<— bm, — < — 

m m 

Dagegen ist folgendes zu erinnern. Es kann ge- 
setzt werden +i : 4-8 « — 3:— a4 , -4- 1:-*-7= -3: — n, 
Setzt man die positive Einheit als das Maass für die Glie- 
der der ersten Verhältnisse in beiden Proportionen , so ist 
sowohl -t- 1 < -4-8 , als < -4-7 , folglich sowohl in 
der ersten Proportion - 3 < — 24 , als in der zweiten 
— 3 <— 21, also ist die negative Einheit das Maass der 
Glieder beider Verhältnisse, folglich auch von — 24 und 

— 21 , mithin ist —24 > - 21. Demnach muss , wenn 
8 > 7, ~ 3 = ~3 ist, auch (+8)(-3) > (~i-7)(~3) 
gesetzt werden, 

Es ist — 3:i = 8:— | , — 3:i = f. Set«t man die 
posilive Einheit als Maass für die Glieder der ersten Ver- 
hältnisse in beiden Proportionen , so ist — 3 < +ij al- 
so sowohl -4-8 < — |, als -t-7 < — 5 , mithin die ne- 
'gative Einheit das Maass für die Glieder beider Verhält- 
nisse , folglich auch f ür — f , — $ , also ist - | > — £ 
o. s. w. 

Eben so findet man die Behauptung, das$, wenn 
—3 < +2 gesetzt würde, doch (—3)* > (+2)* seyn 
müsse. — Dagegen ist folgendes zu erinnern. Es ist 

- 3 = — 3:+9- Wird nun —3 «< -4-2 gesetzt, so ist 
-fi das Maass für bcideZahlen, also ist auch +i> — 3, 
mithin das dritte Glied > das vierte, d. h. — 3 > ^9, 
folglich —1 das Maass für — 5 , -1-9, Ist aber — 1 da« 
Maass für -^9 und H-4, so ist +9J < 1-4- 4 

(_3) a { I 
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Aufgabe LX1X. (Fig. 49, a.b.). 

Durch zwey gegebene concen tri sehe Kreise, von ei- 
nem ausserhalb desselben gegebenen Punkte A aus, eine 
gerade Linie AG zu legen, deren Segmente AG, GF, 
welche durch den zweiten Durchschnitt G mit dem grös- 
seren Kreise und einen der Durchschnitte F mit dem klei- 
neren gebildet werden, in dem Verhältnisse der gegebenen 
geraden Linien p , q stehen , wobey p > q ist 

Analyst s. 

Es sey AG die gesuchte Linie, so ist, wenn der Mit- 
telpunkt O mit dem Punkte F durch die gerade Linie 
OF verbunden, und GH der Linie OF parallel gezogen, 
auch bis zum Durchschnitte mit der, wo nöthig, verlän- 
gerten AE verlängert wird, AH:HO = AG:GF = p:q, 
mithin AH , somit der Punkt H gegeben. Da auch 
GA : AFI =s p : p — q , so ist GH, somit der Punkt G 
GH : OFi 

gegeben. / 

Construction. 

Man lege durch A , O die geraden Linien AP, OQ, 
auf einerley Seite von AO , einander parallel, mache 
AP » p, OQ ä q, ziehe die gerade Linie PQ , ver- 
längere dieselbe bis zum Durchschnitte H mit der, wo nö- 
thig , verlängerten AE , richte in O auf AO den Radius 
OU perpendikular auf, ziehe demselben die Linie HW pa- 
rallel , welche von der durch A , U gezogenen geraden 
Linie in W geschnitten werde , beschreibe aus H, als Mit- 
telpunkte, mitHW, als Radius, einen Kreis, welcher dem 
grösseren Kreise in G begegne, und ziehe die, den klei- 
neren Kreis in F schneidende, gerade Linie AG , so ist 
dieselbe die verlangte« 

i5 

r 

- 
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Determination. 

Wenn der Punkt F auf dem Bogen CK gesucht 
wird (K sey der Berührungspunkt der von A an den 
kleineren Kreis gezogenen Tangente), so ist 

AG<AE, AF > AC 

m • 1 1 

also GA:AF <r EA:AC 



folglich AG:GF > AE.EC ; 

also muss das Verhältniss p:q ^alsdasVerhältnissAE:EC 
seyn. 

Wenn der Punkt F auf dem Bogen DK liegen soll , 
so ist AG < AE, GF > ED 

a _ » 

also AG:GF < AE:ED 



mithin muss \x: q ^ AE : ED seyn. 

Beweis. 

Es ist AL < AE , AK > AC , LK > ED 
also LA: AK < EA:AC , und AL:LK < AE:ED. 
folglich AL:LK> AE.EC. 

Da p:q > AE:FC, p:q < AE:ED ist; 

!> 

so kann p:q >=/AL:LK genommen werden $ 



Pf 

kann p:q >=<AL:LKg< 
AH: HO ) < (AM:MO 



> 

also AO:OH = AO:OxAI 



< 

folglich OH = OM 
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mithin kann H zwischen O und M , in M , auf die Ver- 
längerung von OM fallen. Ist AO:OH < AO.OM , so 

kann AO:OH ^ AO.OE werden, 

■ 

• «_ — — ^ ^_ 

folglich OH > OE; 

mithin kann der Punkt H in E und auf die Verlängerung 
von OE fallen. 

Da P : q > AE:EC ist 
so ist p:p— q ^ EA.AC 
folglich AE AC 



-i— (AO-OC) 
P— 1 

AO- Ji- OC. 

p— q p-q 

Da AH:HO = p:q ist 
so ist HA:AO = p:p ~q 

■ i_i — ■ 

somit HA = -H-AO. 

p-q 

Da OAj.AHj« füO):HW ist, 

QR> [ (OCJ wenn QR#AOj 
RP:PA 

p-q-'P 



so ist HW = -L- OC 

p-q 

folglich AE ^ AH— H W 
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mithin HW ~ fHA-AE 

HE. 

Auch ist p:q * AE:ED 



also p:p— <i ^ EA:AD 

folglich AE Z[ JL. AD 

P-q 



JL-CAO+OD) 

p— q 

JL^AO+^OD 

p-q p-q 

HA+HW 



AH) 
E f 

Ferner ist AL.LK < AE:ED , AL:LK > AE:EC , 



mithin EA— AH)~ HW. 
HE ' 



somit p:q =e AL:LK 



< 

also p:p— q = LA:AK 



folglich LA ~ -ü~ AK 

<p-q 



mithin für das obere Zeichen AL — AK > o 



somit (AL L-AK)*|;* o 

p— q 



(JL. ak-alY 
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für das untere Zeichen o < AK — AL 

p-q 



somit o < AK— AL V/ 

Vp-q J 



demnach in allen Fällen o 89 C JL- AK— AL ) 



< v p-q y 



somit o ~( P lA^+LA*-^-LA.AK 

N(p-q> a p-q 

| p3(AO*-OKg) ^ LAa _jaj>^ LA. AK 
(p-q) a p— q AO 



mit hin 1 ^ (P^+LA^ 2 J^AV 

(p— q) 2 £ /(p-q)' < p— q 

GH* ) | AH a t-LA* — 2 HA.AV 
' HL a 



also'GH ö HL ; 

folglich erreicht der aus H, als Mittelpunkte, beschriebene 
Kreis den Bogen EL. 

Endlich ist HA:AO = WH.OU 



also AH:HW = AO:lOU 

tOF 



folglich AG:GF ^ AH: HO , 

= p:q. 

Anmerkung. 

> 

Da LA = — — AK ist, so kann auch geschlossen urer» 
< P — q 

> p 

den, wie folgt; es sey o =s — L— AK — LA 

< p— q 
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folglich o Ä |J^AK*+LA*^ii^LA.AK 

< i(p-q) 2 p-q 

1 p*(AO*-OK*) ^ LA j , apAO LA. AR 
(P~ q) a I P--J "~AO 



.IE^? V A 
P q 



ffiit hin £^)5lp*% + lJL* - JÜLOA. AV 

(p-q) a >< !(p-qi* p-q 

GH* ) j AH*+LA*— 2 HA.A V 
I HL* 

Aber man darf nickt daraus herleiten wollen , es sey 
> 

somit GH = HL. Ist nämlich LA > — " AK , und 

< p— q 

leitet man daraas her, es sey o > J^— AK— LA, so 

p — q 

ist das richtig , wenn die positive Einheit zum Maasse 
beider Glieder genommen wird. Setzt man nun zur Ab- 
kürzung -Ü-AK-LA = — m, so ist i:— m = — m:+m*. 

p-q 

Ist die positive Einheit das Maass der Glieder des ersten 

Verhältnisses , so ist i > — m, d. h. das erste Glied der 

Proportion grösser , als das zweite , folglich ist auch das 

dritte grösser, als das vierte, d. h. — m > «4-m*. Das 

ist aber nur richtig, wenn die negative Einheit das Maass 

von — m, -*-m*. Ist aber die negative Einheit das 

P* 2 P 

Maass von +m 2 , oder von — - — - AK*+AL* — « — : — 

(p-q)* p-q 
LA . AK , so ist auch die negative Einheit das Maass von 
GH* und HL*, wovon jenes grosser ist, als dieses, mit- 
hin ist GH <HL. Es ist also in allen Fällen GH ~ HL» 
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Aufgabe LXX. (Fig. 5o.). 

Die Lange der von dem Brennpunkte F einer gege- 
benen Ellipse zu einem Punkte derselben gezogenen/ gera- 
den Linie FM (Radius Vector genannt) zu finden. 

A uflösung. 

Bezeichnet man die grosse Achse AB mit a , die klei- 
ne DE mitb, den Mittelpunkt der Ellipse mit C, die Ab- 
scisse CP mit u , so ist aus bekannten Gründen 
FP( = FC~ CP) =* v/(Ja a — Jb*)-u 

also FP* = Ja*-;Jb*— uy/(a a — b^)+u* 



folglich FP* + PM* Wa*-ib*-u V (a*-b')+ u* ( .*.!?(|a»-u*) 
FM* t . J ai 



b* 
a* 



a a Ij« 

l a*— uv/ (a*— b a ) + — u* 

a a 



mithin FM a= ± ( V"— S v/(a*-b*)) . 

Anmerkung i. 

Die Algebra antwortet in Vorstehendem in höch- 
ster Allgemeinheit auf die Frage, wie gross die Ent- 
fernung des gegebenen Brennpunktes F einer Ellipse , de- 
ren grosse und kleine Achse = a und b gesetzt werden , 
von einem Punkte , dessen Abscisse (vom Mittelpunkte 
gerechnet) a u gesetzt wird, sey. Indem es unentschie- 
den bleibt, ob AB, oder A'B', wenn A'F = FA , A'B'a» 
AB genommen wird, die Lage der grossen Achse sey, er- 
theilt sie die Antwort für beide Fülle durch Bestimmung 
der Lange der Linien FM und FM' , wovon jene durch 

I 
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das positive Zeichen , diese durch das negative jenes dop- 
pelten Werthes angegeben wird. 

A nm erkung 2. 
Sucht man den Werth von GM, so findet man in 
ganz ähnlicher Weise den doppelten Ausdruck GM = 

+ g a +^.j/(a» — b 2 )) , wovon der obere die Linie GM, 

a * 
der untere die ihr absolut gleiche, ihr parallel laufende, 

Linie M'G' bezeichnet , Linien , welche die Algebra 

durch die Zeichen -\ zu unterscheiden pflegt. 

Anmerkung 3» 

Sucht man dieWerthe von FM+MG, so findet man 
FJVI+MG = :Ha, d. h. die beiden positiven Linien FM 
jflfld MG bilden eine Summe » -*-a , die ihnen entgegen- 
gesetzt liegenden FM' und M'G' eine Summe = — a. 

Anmerkung 4* \ 

Dass dies Alles keine müssige Unterscheidung sey, 
erhellet aus folgender Aufgabe. 

Aufgabe LXXL (Fig. 5o.). 

Die Polargleichung der Ellipse zu finden, wenn ein* 
Brennpunkt der Pol ist. 

Auflösung. 

Bezeichnet man FM durch z , AFM durch q>, so ist 
u PF = — z.cos.<p, MP = z.sin.9 



also CP)= ^(Ja 2 — Jb*)4-z.cos.y 
u 1 



folglieh WP a 

z*(s'm.gp) a 
z 2 (i-(cos.y) a ) 



b* 



a - (| a *— ( V (i a*— l b*)+ z.cos.9) 2 ) 



1 *> 

r 5 r_(ja^äa^äb a -z.cos.9K(a a -b a )-z a (cos.y)3) 
a* 
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mithin ^^l^—zcos.^ {^h 2 )[ +z*(cos.y)*(i 



a*— b* 

H- z* (cos.y)*— — - 



/-bb v/(a*-b*)^ 
somit z = i f z.cos.fjp — ) 

» 

t f ^ V^(a a -b 2 )\ .b* 

demnach z ( i±cos.op 1= X — 

V a J 2a 



also ist z * 



b* 

2a 



1/ (a*-b''J 
i+cos.gp - 



a 

^ + JA b» ± ^ * >T _ 

Es hat mithin z zwey verschiedene Werthe. Es ist (ffeidty) 

entw. zas4* ■ . . , oder zrxs — ■» 

a-t- cos.y |/ (a*-b') a - cos.y |/ (a a -b*) 

durch welche Werthe die Linien FM, FN angedeutet werden. 

Anmerkung i. 

Dieselbe Aufgabe kann auf folgende Art aufgelöset 
werden. 

Es ist FM) = ± (J a — ~ (a'-b*) , u == V ( J a 2 - \ b 2 ) + z.cos.y 

a 



also z = ± ( t/ 2 a — V (a * b * } ( ✓ a*— l b*) + z . cos . y)) 



a 



Ja*-Jb* v/(a*-b») . 
ss -t-fiAa— = 5 -z.cos.g>) 
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l/fa a — b a ) V^b* 
folglich z(i ± cos.qph= Hh - — * 

2 a IÜ l/ Ca g ~b a lcosy/ 



'Ab 1 

mithin z == 



V (a a — b 2 ) . cos . 9 



u 



Wer sich also erlaubt , nur z =s «4- (| a (a 1 - b*)) 



a 

u 



zu setzen, und den Werth z = — ( ] /2a i/(a a — b a )) 

a 

z vernachlässigen , der lauft Gefahr , die Polargleichung 
nur zur H'Jlfte anzugeben, nämlich nur zu finden z =a 



o a 



'/2 b 

, während der vollständige Werth 



a-hcos.^' (a a 4-b a ) 

von z = ■ — ■ gesetzt werden muss. 

"~a + cos. 9. j/'(a a - b*) 

Anmerkung 2* 

Bezeichnet man die einem Winkel <p zugehörigen 

Werthe von z mit z , z", so ist 

'/ab* „ 1/2 b a 

z — 



a cos.<£ V i a 2 - b-) ' a - cos.f/i v ( a a — b 3 .) 
= + IM ^ Jb» 

iJa+cos.r/J.v/^a^-ili 5 ') Ja-cos.gp.v/ (£a 2 -£b a ) 

Soll die Pohrgleiclmng, statt des Winkels AFM es <p t 
den Winkel BFM = ß enthalten, so hat man in den 
Werthen von z nur — cos./? = cos . q> zu setzen.. Es 
wird aiso 

1 kj 1 l,a 



7, =e •+• ■ , Z 



2 



■ r 
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Wird der Winkel ß um 2 R vergrössett , und be- 
zeichnet man die dadurch bestimmten Werthe von z durch 

m tut . . 

Z , Z j SO ist 

,„ jba jb* 

+ l.cos.(,R^/(5a^^)' 2 Vt^^ÄKJaW 
2 



|b* |b 



a 



Ja+cos./? (Ja*-Jb*) Ja- cos./* / (Ja*- £b*) 

Ist z' die Bezeichnung von FM, z" von FN, so ist 

z" die Bezeichnung von FN , z"" von FM. Lud z', z"> 

so wie z'", z"" liegen einander entgegengesetzt, gleichwie 

sie mit entgegengesetzten Zeichen versehen sind. Bei Ver- 

gleichung von z', z" ist z'=FM die positive, z"= FN 

die negative Linie. Bey Vergleichung von z ", z"" ist z"'=s 

FN die positive ^ z""= FM die negative Linie. 

D'Alembert giebt, in seinen Opusculcs mathematiques 

Tom. VIII. in dem Capitel sur les quautites negatives, als 

1 h 2 & 

die Polargleichung der Ellipse an, z=H — , 

ö ö V a-cos.^.v/ga^Jb^ *i'~ eC *t) 

welches nur die eine Hälfte derselben ist, findet obige * ^-p^ , 
Weithe von z und z'" , und behauptet , weil beide mit 
dem Zeichen -h behaftet sind , dass zuweilen zwey mit 
dem Zeichen behaftete Linien von einem Punkte aus 
in gerade entgegengesetzter Richtung lägen. Hätte er die 
andere Hälfte der Polargleichung gleichfalls gekannt, so 
würde er , wenn er z" und z"" gesucht hätte , mit dem- 
selben Rechte haben behaupten können, dass zwey mit 
dem Zeichen — behaftete Linien von einem Punkte 
aus zuweilen in gerade entgegengesetzter Richtung lägen, 
und dass , wenn er z' und z"", z" und z" verglichen hatte, 
zwey Linien , welche mit entgegengesetzten Zeichen verse- 
hen sind , von einem Punkte aus in einerley Richtung 
liegen könnten. 
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Aus dem oben Angeführten erhellet, dass der Grund- 
fehler bey D'Alembert in der unvollkommenen Angabc 
der Polargleichung , und der daran geknüpften Verglei- 
ch ung derjenigen Werthe von z liegt , welche verschiede- 
nen Winkeln zugehören , während die Algebra nur dieje- 
nigen in Vergleichung zu bringen erlaubt, welche durch 
denselben Winkel bestimmt werden. Sie leihet z"= FN 
das Zeichen — , weil sie z = FM das Zeichen .+. 
vorsetzt. Sie versieht z""= FM mit dem Zeichen — , 
weil sie z"'=c: FN das Zeichen -f. vorsetzt. 

Und so kann dasjenige , was D'Alembert in jenem 
Capitel zum Beweise seiner Behauptungen von der Polar- 
gleichung der Ellipse, und eben so von der der Hyperbel her- 
nimmt , nur zur Bestätigung der den seinigen gerade ent- 
gegengesetzten Behauptungen dienen. 



Aufgabe LXXII. (Fig. 5i.). 

Den analytischen Ausdruck für das von einem gege- 
benen Punkte O auf die gegebene gerade Linie BQ ge- 
fällte Perpendikel OQ zu finden. 




Auflösung. 

Es sey die Gleichung für die Lii(i^Q77>^n"Aan 
die Abscissen von A an auf der geraden Linie AP, die 
Ordinaten rechtwinkelig nimmt, und den Winkel QBP=/J 
«elzt, y s x.tan.0+b 

=r: ax+b, wenn tan./?=s*a genommen wird; 

so ist, wenn man OP durch y bezeichnet, 

OM . y-y 

= v' — ax — b 
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also OM.cos.0lrs (y— ax— b)cos./? 
OQ ) 

=tr y — ax — b 
sec./? 



folglich OQ* = fr'— «->»>' . 

i "^*a 

■ 

Zusatz» 

Macht man NO = OM, so ist MN = 2(y'— ax— b). 
Zieht man NC ^ BQ , so ist die Gleichung für CN , wenn 
die Ordinalen mit y" bezeichnet werden, und die Ab- 
scissen dieselben bleiben , wie vorhin , 

y" =» ax+b-H2(y'— -ax— b) 
== 2y — ax — b ; 

und es wird, wenn man das Perpendikel OR auf CN 
fällt, ORr » ON . cos . N) = (2 y — ax-b— y )cos.ß 

» ^\ .. y — ax — b * 

sec.ß 
s- y — ax— b 

folglich OR* = V. a — } . 

Der Ausdruck ( v ~ ax — b )* entn m t ^ sowon l den 

i+a* 

Werth von OQ*, als den von OR*. Die Quadratwur- 
zel aus demselben muss demnach sowohl den Werth von 
OQ, als den von OR ausdrücken. Das geschieht durch 
die Zeichen + , gleichwie die Geometrie diese Linien 
einander in entgegengesetzte Richtung legt. 
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Aufgabe LXXIII. 

c * 

Die Gleichung a an +x 2 n in einfache Factoren von 
der Form x = pfcos.yisin.y.i/— i) zu verwandeln. 

Auflösung. 

Es sey x =s p(cos. q> + sin.cjpV — i) r so ist sowohl 
a aD + p^fcos.cp-H sin . 9 . 1/ — i) a » = 0, als 
a an + pan ( cos . 9 — sin . 9 . i/~ 1 J^ 4 ^ o 

also a 3n -*-p an (cos .2ngp+sin.2 nqp. $/ — j) = o, 
und a an H-p an (cos.2nc/> — sin. 2 n<jp . V — \) = o 

folglich 2a 2n +2 p 2u cos. 2n</> = o, 
und 2p 2n sin.2n<pv/( — 1)= o 

mithin sin . a ntp = o , weil p* 11 = o gesetzt , 

auch a an =o, also a = o 
geben würde, welches 
^ gegen die Voraussetzung 

ist 



demnach cos.2n<jp = t i 



somit a 2n + p 2n =0 v - » 

_ * 

also a 2n = ZJTp 3a 

folglich a in = ±p^4* 1 * 
Für a* n =s +pv/-i würde a an imaginär, welches gegen 
die Voraussetzung ist, mithin ist a an =3 ZÜpi'-Wj ' 
somit a = ±p> und cos.2ng>= — 1 

demnach p = +a und 2119 - (im+i)» 

, 2m+i 

alSO CD =ts . TT, 

2D 
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A.) Es scy-p = — a f so ist der allgemeine Ausdruck 

eines Paares von Wurzeln x=-a(cbs.^!^7r ^stn. 2 ~ * t .ni/-j) 
i 2d an* 

und die allgemeine Form eines quadratischen Factors a= 

, 2ra+i . am-hi , am+r 
(x+acos ?r -fasin n. \f — i}(x+acos. Tr- 
an an 2n 

. am+r 7 

a.sin. 7T. — 

an 

= x»+ 2 axco S .i^V^ a ^cos.i!^^ + a»(sio. 2 Jl!±-* n ) J 

^ n 2 n a*n 

_ , am+i 

= x*4-aaxcos.« 7r+a 3 . 

a n 

Mithin enthält a 2n +x an die Factoren 

(x a + oaxcos. ~-7r^aa)(x2 +2 axcos.-- 7r^a^)(x 2 +2axcos.^-7r + a a ) . . . . 
?n au 2n 

(x* 4- aaxcos.^Tr + a* ) . . . . 23x008^^^71 + a*) «... 

2 n 2 n > 

Es ist aber cos. -71 = (^ H - 2m ^ 1 Jll 

an an 1 

r 

, am+r . 
= cos. (7i n ) 

a n 

an — fam-t-n 

= COS. -71 

an 



demn.i^aaxcoi.Ä'n+a*- x*-2axcos.!2±^> 7r + a * 

' 2n an * 



Es sind also die auf den Factor x a +2axcos.~ — -71 



2 n 



4 a 2 folgenden Factoren mit diesem, oder den vorhergehenden 
identisch , und die von einander verschiedenen Factoren 
stellen sich durch das Produkt 

(x 2 + 2axcos.l7r+a 2 )(x 2 + 2axcos.l7r + a 2 >(x%aaxcos.- 5 ^ 



2,1 211 2D 

2n — 1 
2 n 



+a 2 ) (x* + 2axcos.- 71 + a 1 *) 

2 n 

dar, in welchem die Anzahl der Factoren =3 n, die An- 

4 16 



■ 
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zahl der zum Grunde liegenden einfachen Factoren aber 

=s,2n ist, so dass a an +x* n = (x a -i-2axcos.i-7r-ha a )(x a -t- 

an 

5 5 2D~I 

2axcos-^zr+a a )(x 2 +2axcos. — 7i+a a ) . . . .(x a +2axcos. — 7i+a a ) 
2n 2n an 

st. 

Zusatz, 

Die einfachen Factoren des letzten Factors sind x s» 

, an — -i «• . 2n — i , v . 

— afcos. ?t 3 sin. tt. |/— 0. Nun ist 

x an 2D 

cos . n =«: cos . (rc » ) 

2h v 2n ' 

i 

=s — cos* — n ; 
2n 

sm. n as sin. (tf — — 7r) 

an 2n 

i 

es sin. — 7i : 
an 



2n«i . an-i % . I . . i . % 

also -afcos.— Ti+sin. 7i|/-i)=s -af-cos — 7i2isin. — 7i|/-i) 

an an 211 2n 

=a(cos.-i 7i rsin« i-71. 1/ - 1 ). 
2n 2n 

Die einfachen Factoren des ersten Factors x a 4-2ax 

cos. — 7r-i-a a sind x = — a(cos sin . — n . |/ — 1) , 

2n 2n 2n 

folglich sind die einfachen Factoren des letzten Factors 

den einfachen Factoren des ersten mit entgegengesetzten 

Zeichen ^gleich. ■ 

Allgemein sind die Factoren des Factors x a + 2 ax 

2 n— - (1 m 1 ) 

C0S4 7r-f-a Ä in folgendem Ausdrucke enthalten, 

2n 

?n- (am+i) • 2n — ra-f- r) 

x = — a(cos. — n ^sin. 7r.j/ — ij. 

2 n an 

- 

Die Factoren des Factors k a -h2axcos. 2m ^ 1 7r+a a sind 

2n 
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34 1 



im+ 1 . . jm+i , . 
x =3 — a(cos. — 7f+sin.-——w.^ — 1;. 



Es ist aber cos. 



an 2q 

211 — (am+i) 
2 n 



2D1+I % 

cos. (7* -n) 



—cos. 



211 
2 m-4-1 



2n 

2n — (am+i) . , am+i _ 
sin . - ■ 1 - ■ n = sin.(Vr — n) 

2n 2n 

=a sm. ■ ■ n : 
2n 

. 4 ,. . 2n-(2!ü+l) . . 2ö— (2m+i) , v 

mithin — a(cos. ■ n 3 sin. . ■■, -n . K • 1 ) 



2n 



2U 



— a(— cos — 7r+ sm. — 1) 



2n 



2 n 



=5 a(cos 71 ZT sin. 71. — 1); 

2n 20 

demnach sind die einfachen Factoren zweyer Factoren, 
welche vom ersten und letzten gleich weit abstehen , ein- 
ander absolut gleich, aber mit entgegengesetzten Zeichen 
versehen. 

Ist die Anzahl der quadratischen Factoren ungerade, 



so ist der mittlere 



a 3 +2axcös. — 7r-*-x* 
2n 



ss a*+2 axeos . i h rc-f-x 5 
» a*-t-x*; 

mithin sind die einfachen Factoren desselben einander ab- 
solut gleich und mit entgegengesetzten Zeichen versehen. 
Man braucht also nnr die einfachen Factoren der ersten , 
oder der* zweiten Hälfte zu suchen, und dieselben mit 
entgegengesetzten Zeichen zu versehen , um sie alle zu 
erhalten. 

r 

B. Es sey p = +a, Der allgemeine Ausdruck ei- 
nes Paares einfacher Factoren ist 



* 
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. i m-+- 1 . , i m-4- 1 

x =as afcos. n sin. n.yS — i) 

2D in 

und eines quadratischen Factors 

_ am + i § _ . 

^ x* — aaxcos. n + a* , und 

2 n 

i 3 
a2°-t-x* n — (x a — aaxcos . — 7r+a a )(x* — aax.cos. - n+o?) 

an an 

5 — i 

(x a — 2axcos.— 7H-a 3 ) . . . . (x* — 2axcos. /i-Ha 2 ). 

2n 2n 

. , an — (ara+i) . 2m+ 1 t 

Es ist aber cos. 7**=r(cos.7i n) 

an an 

am+i 

aa COS. 7t 

a n 



i • . * an-(ara«#-i) _ . am^i 

also ist x 3 -aaxcos. '7H-a s ÄX*-t« aaxcos. **+a*; 

an an 

mithin erhalt man für den Fall p = +a dieselben Fac- 

toren, wie oben, "wenn p =s — a gesetzt wird. 



Aufgabe LXXIV. (Fig. 5a.). 

Ben Krümmungshalbmesser einer krummen Linie , 
deren Gleichung y = Fx gegeben ist, in einem gegebenen 
Punkte (x, y) zu finden. 

Auflösung. 
Die Gleichung des Kr ümmun gskreises sey 

so ist a(y — /?)^I+a(x— a) = o 

dx 

folglich (y'-fl^L+x-« = o 
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Da der Kreis durch den Punkt (x , y) gehen soll , 
11 od die ersten und zweiten Differentialquotienten des 
Rrümmungskreises und der Curve einander gleich werden 
sollen , so ist t 



<<1) 



son.it j-ß = , «-x » Cy-ft^ 

(dx) 3 



dem □ ach 



2 



dy 

d?y dx 
(dx)» 



- (--¥) <-%r) (öl- * 

(dx)* (dx)* 



(- 



U; )*(■*(£>") 



d? y 
(dx)» 

\(dx)V 



folglich y ä + — 



d? y 
(dx/i 
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t 

Zusatz i« 

Es hat der Krümmungshalbmesser zwey einander ab- 
solut gleiche , mit entgegengesetzten Zeichen versehene , 
Werthe. 

Zusatz 2. 

Die allgemeine Gleichung für die Kegelschnitte ist 

y 2 = px— £ x* 
2a 



also aydy « pdx— E. xdx 

a 



folglich ?I * — !_ 

dx 2 y 



2y 

4y*+p*— x + £!x* 

a a a 

4y a +p a — 2-fpx— £ x») 

a xr 2a 7 

4t 5 



7* 



v* aa 

7 ¥ 
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und HZ 



dx 



(dx)* 4 y* 

Ey-Kp-£x)*J- 
a J* 2_y 

2 y * 

_ a a 

- 4P 

4y»' . : 
(y s 0-£)+Jp 9 ) a 

demnach ist y = * — — 

— JP* 

aa 



Ist die Gleichung eines anderen Kegelschnittes y 2 =» 
. p'u— -£^u*, und bezeichnet y den Krümmungshalbmesser 



2a 



für den Punkt u, y, so ist r' 1 

Ist nun u = — x , p — p , a' = — a , so ist 

p 

=c px— i- x 3 ; 
1 2a V 

also ist y und y a = px— £-x* zugleich die Glei- 

2a 

chung des zweiten Kegelschnittes. Auch ist 
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. (y*(« — A)+J(-p) 4 ) 3 

y Ä a(-p) a ) a 

2a 

" ~ Jp 3 5 

mithin ist der Ausdruck für identisch mit dem für y\ 
Werden durch obige Gleichungen Ellipsen bezeichnet , so 
ist , weil die Geometrie die von der Algebra mit dem 
Zeichen versehenen Linien durch den Gegensatz der 

Lage unterscheidet , die Gleichung y' a » p'u — ü-, u* die 

2a 

Gleichung für die über AB' als Hauptachse beschriebene 

Ellipse, wenn die Gleichung y a = px — -Ex a die Gleichung 

2 a 

für die über AB beschriebene ist. Die Krümmungs- 
halbmesser MR=y, M'R'= y , welche zu den Punkten M, 
M' gehören , deren Coordinaten x , y und u , y einander 
gleich sind , gehören , liegen auf verschiede w F eiten der 
geraden Linie MM', und sind einander paral, r 1 1 wer- 
den desshalb algebraisch durch die Zeic , . - un- 
terschieden. * ,"' , ~ 

Zusatz ? ■ ■ * ' l * - 

In derselben Weise lässt sic^i z ' , s'jede Glei- 
chung für eine Curve die Gleichung für ine zweite je- 
ner congrnente Curve ist, deren Abscissen ne den Abscis- 
sen der ersten entgegengegetzte Lage haben, und deren 
Gleichung aus der Gleichung für jene erhalten wird, 
wenn alle Coefficienien solche Zeichenänderung erleiden , 
dass die Zeichen aller Glieder der Gleichung unverändert 
bleiben. > m , * , 



Mit 3 Sfeintafelu. 
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(Sammlung 



n euer 



matljematifdjer Slufsabem 



« I 



SC. »cn $ orfin er/ 

Sieutenant im Stetten ©arbe * Steaiment unb 8e$rer her SRatyemattf 
Ui ber ©renabier « iDtirifion* * e$u(e. 



2ttit einer ÄupfertafeL 

« 

33 er (in, 18*9» 

ö e b r u r unb »erlegt 
bei <& (Reimer. 
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25 0 X to 0 X V 



Sf^ei ben fc^a^aren Sammlungen mat$emartfcfcer 9fuf» 
gaben, bte wir bereit* beft^n, mogte e* Äberftöfftg 
fcfceinert, btefelben nocfc ju bermefiren; aber Die 9fn- 
ja(j( biffer (Sammlungen ijt eben mcfct fo groß, unb 
«&r 3»M ntc^e fo erfc&6pfenb, baß nicfct jeber «ei* 
frag ertoitttfc^e fet>n foltte, um fo me&r, ba fajl eine 
jebe neue <Sammlun g bie Aufgaben früherer ©amm* 
fungen, burcfc mefcr ober mtabet neue Aufgaben Der« 
mtfyxt enf&att, unb fcierburcfc ben Sifern unb Sreun* 
ben ma^emaetfc^et Aufgaben , nify nur oft Seit unb 
£uft genommen wirb, bte ntc^e fetten nur fparlicfc t>er* 
fjjeitten neuen aufiufucfcen, fonbern fie möflfen aucfc 
We Aufgaben immer *on neuem anfc&affen; bte fte 
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t>te((etd)C f<$<w mef)r al* ein Sttd beffgen, n)öbur$ 
tue 9(nfc^affilttg berfefben fe$r foflfpiffig toirb, mag 
fcfcpn bei mat&emafifcfcett ©erfen , be$ fcfcroierigen 
©a^e* unb ber Änpferfafeln wegen, nic^e anter« 
fe?n Um. 53on Mefent S&ormnrfe fottfe nun aller* 
bing* eine Sammlung neuer Aufgaben frei fetjtu 
Sfber in wie fem finl> gegenwärtige Aufgaben neu ju 
nennen? 5t)ie überaus maunfcjfafckje S5e£anbfung 
unb 5fnwenbung ber 9Rat§emartF 7 macfct es aller- 
dings ferner, nscfc neue «nbefannte Aufgaben ju jin* 
ben, unb boc£ ifl meine« Söiflen* no<fc feine wefenf* 
ficjje ber fcfgenben Aufgaben, in befannfen ©amm* 
Jungen ftor(attben, wenig jlens £abe xdtj mehrere ber* 
felben hierüber na<$gef<$(agen *)/ weif enf* 

ferne t>on bcm ©fauben, als fenne i<$ alte *>or$anbene 
©ammlungen. £te 3leu$eir meiner Aufgaben , fann 
ficfc ferner w*£l nur auf bie erjle, *ierfe unb fünfte 
2fbel>eifang bejie&en, ba ber §erm nac^ bie Aufgaben 
ber imeiten unb briteen 9(b(f>eiluu<} »o&( föon irt 
(Sammfungen enthalten futb, ja in maf&ematifcfce* 
üBerfen enthalten fe^n muffen; abec t>orfiegenbe S3ei« 
fpiele ftnb fämmffi^ neu. <£$ föeint mir nit&tg, 
mi<& hierüber näfcr |u erflaren* Qunft £abc ti} 



*) 3« fpät um «ine 3(en*enm(j o$n« grof« SRfifr« gu »eranlafim 
fanb t$, baß meine jnmte geometrifd)« Xufgafte, bie Aufgabe 
bcö 77ften $>ara0tap$$ bet »ottrefflt*«» g«ometi;if<t<n Aufgabe 

» M 

\ 
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einigerer «nb ba. gemache ©(et<$ungen gefammeft, 
irnfr fleffe ftf ftter in eine Ordnung jufammen, bte 
alfetbtng* auffallen muß, benn ©jekfcnngen t>on t>er* 
fc^iebene« @raben y balb mit tintt balb mit me§* 
reren unbefamtfen ©rißen, oft leichtere 2fafgaben 
ben f^roereren fofgenb, j»fammen$ufieHen, fc&eine 
mefcr als nnfeftemartfefc, — sinb bo($< $at e* feinen 
©runb, inbem icfj glaube, baß e* fcfcwerer if! eine 
Aufgabe jk f&fen, wenn man *or$er nic&f weiß j« 
welche* klaffe fte- gefcirt, fonbem bie* fe(&fl erft fliegen 
mnft, ate im enfgegengefe|ten gaffe; bann ifl e* mit 
oft t>orgefommen, baß fefbji geübte Sifer, bei Vuf 
gaben (ange Seit jnbra4>te», aus bem ©runbe — 
weil (te i|nett jn leicht maren, fte fachten ben ©runb 
tief unb er lag ganj nafce; triefem ju begegnen fcfgen> 
bodj nuc feiten, leichtere Aufgaben ben festeren. 
S33er bie quabratifcfjen ®(eic(jttng*tt noefc nt$t ju 
töfen Derflefct, wirb fte bei bem 3fnfa£e balb f)eraus* 
jtnben , unb fann fte ja fiberge&em SDaß i<$ bie 9fuf* 
Wfungen. nicfjt beigefügt (>abe, bebarf n>o{j( feinet 
(Entfcfculbignng, fje Ratten ba* SBerfcfcen unnu| t>ev« 



p 




I 





feu^ bei i&nen iRat§ fcolt* SDie Stefnltate flehen bar* 
in titelt gleich bei ber 9fnfgabe, fonbem folgen ju* 
fammen tt t festen, am auefc ber geteerten Älage 
ber 8ifer jn&or jn fommen, nnmifif tijjrli^ biefelben 
Iii lefen, unb fo bte Ueberraföung jn t>et(ieren, bie 
ba* Eifen ber ©let4wgen, fajl yet äffen attt§me* 
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— vi — 

ttfcf>cn unb afgebratfcfcen Aufgaben jum *$rau* $ar, 
inbem tie Aufgabe fajt immer einem Slat&fel gleiche, 
Neffen SfufWfung beut ©eübten nicfct fehlen fann* 
©ietteicfcr £abe icfc ben Steij fit Die 9fuf((fitng t>et 
©leicfcungen baburtfc ttfytyt , baß i<fc au<fc folcfce 
machte, bereu Stefulfat ein befannter SKame ifl, wa* 
offenbar ,uberraf<fcenber wirb, al* eine 3a§t bgl, m. 
ju entwirfeln; wie bie* ju t>erjte£en ifl, fugt bie 
merfung t>or ber erflen Aufgabe; bocfc burften fte nur - 
mit anberen ©Innungen untermif$t fetjn, ba man 
wö&l nic^t genug , bei mat&emafif<$ett Aufgaben bie 
(Sintinigfeit fcermeiben mußte» 

SDen ©leicfcuugen folgen frigonometrif^e 9fuf* 
gaben, unb biefen, Aufgaben au* ber Äreisberecfc« 
nung, ©ie mögen me£r ja einer ©ammfung t>ott 
SSeifpiefen bienen, afe baß in i&nen neue SSJlef Robert 
jur Sfuflöfung biefer SXecfcnungarten enthalten waren; 
für 3fbwe<$felung glaube i<$ hierbei geforgt ju fjaben, 
unb nicfct ju t>iel ju fagen, baß jeber ber bicfe 9fuf* 
gaben getöfet £at, eine hinlängliche Äenntniß über 
bie fcerfcfcie&enen SÖebingungen bei einfachen $rian* 
gefn fi((j erworben $at, unb in t>orfommenben galten 
autfc, ttic^t jufef>r jufammengefefte 58erbtnbungen 
t>cn Triangeln, wirb ju be^anbeln t>erfie§en; ben 
geübten irigonomefer fönnen unb folten biefe Sfufga» 
ben anc^ noch nidjt bilben. 

£>ie Aufgaben au* ber Äreisberecfcnung tntfyatttn 
gfeicfc eine Sfnwenbung ber $tigonometrie , jn ber 
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€nttttcfftoti9 ber (Segmente- Die SSebingungeit ftnb 
Ijter fo mannigfaltig wie m6g(i<fc gewagte, enthalt en 
aber bennocfj nicfct alle miglidje gatle* QJet biefen 
Aufgaben aber , fcielt idj eine #ulfe für no^ig-, 
namfidj ba* 93ilben ber Proportionen utib 2fnbeufiw$ 
ber, t>or ©efcanblung berfelben off nocfc erjt ju m* 
»icfelnben ©räpen, ja bei einigen Aufgaben war roofcl 
eine no$ bebeutenbere J)uffe niefct tlberflufTtg* 3n 
wiefern biefe Aufgaben audj für benjenigen brauchbar 
ftnb, ber bie Äenntnifj ber Trigonometrie entbehre, 
fcabe id} in ber (Einleitung $u biefen Aufgaben gefagt, 
lieg fte aber, bennorf;, für bie trigonometer , be» 
trigonometrifdjen Aufgaben folgen» 1 

■ Die vierte Sfbtfceilung ent&alf bie anafytifdjett 
Sfufgaben, ftdj gr^eent^ei« auf bie regulären Po*' 
tygone bejiefcenb, unb ic£ glaube, baf$ mehrere 25e« 
tradjtungen über biefelben, wie idj fie §ier aufteile, 
ntc^e untt>illfommen finb. 6« ifl offenbar intereflfant, 
bie verriebenen S3er£affnifle ber Perimeter biefer 
giguren mit ber Peripherie, ber glasen mit bem 
Äreife, bie Siafcerungen jener $u biefen u. f* w* ju 
betrachten» r 

Ob tdj Sledjt &abe ju behaupten, baß Anfänger 
grigtent&eil* , über ben gufammen^ang ber peri* 
meter bec giguren unb ber glasen berfelben , fid? 
irrige begriffe ju mad^en geneigt ftnb, oft u>o§l toty* 
nen, mit einer Sinic nur eine gladje begrenjen ju 

l - - 

■\ . 
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Unnett, unb ob nity btefer ^w^um Dieleiche einen 
ffochofogifchen ©ruttö &at, — Äberfafle ich Zefrtm 
Wb Sttnmxn ju beurteilen; bag kh borjfigfich bfe* 
fem jtt meinen immer hHtbeute, wirb unfrerfennbar 
ft9«- »er 3ufa| naefc ber brtteen Aufgabe ifi tot* 
jugfich hierauf beregnet, bfirfte aber toofy hier mtrfct* 
(torlfch angef&^re »erben; etwa* bottfommen ©enugen* 
ie* $tertter/ t>ermijfe ich felbfi in ben befielt macßt* 
marinen ©griffe» , unb bieüeicht Knute ber ©egen* 
fianb, eines eigenen ©erfe* @toff werben* SDfe 
(Entwitfelung be* 5Ser(jaftni|fed ber Peripherie be$ 
Sirfeto ju feinem Dur^mefier, wie ich fie hier burcfc 
$ie Trigonometrie gebe, mogte »o^f neu fepn; boch 
Äenner finb bieffeichf (Herüber unterrichteter a($ ich, 
»nb t&rem Urteil untermerfe ich ba* meinige auch, 
wenn ich namltch gfaube, bem @<$u(er ben SSortrag 
ter Äretsberecfcnuug nach (Erfern'ung ber Sngonome* 
frie jti erteilter», ba bte« boch auch t>or berfelben 
gesehen fann, wenn auch auf mühfamerem ©ege; 
len Sertheif ber leichteren Berechnung ber ©egmente 
unb anbere 2tort&et(e ju gefchweigen* — SDaß meber 
We Peripherie bei greife* bie mitffere proportional* 
Itttie jtotfchett ben Perimetern gleichnamiger regulären 
§>o^otte tu unb um beu Ärete, noch ber ifreis 
felbfi *ie mittlere Proporttouafflache j»if<heu ben " 
Stachen jener beiben Pofygoue ijl, was Anfänger 
fa gern anjune|men gefounen jfinb , ^abe ich auch 
Steigt — t 

i 

* 
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Cnfcftch ftob nod^ einige geomefrtfcfce Aufgaben, 
größtenteils bie Gonjirnction beim greife betreffen», 
&tn$ugefügf. SRein Sfugenmerf richtete itfc gerbet 
t>orjüg(icfc auf beren anafytifdje £6fung (fugte aber 
bie ftnt&etifcfcen SSeipeife grigtent^eU* äudj (jinju), 
in ber feflen Ueberjeugung , ba£ bie Üuantität ber 
gelöfeteu Aufgaben , weniger ben geübte» 84fer ' 
machen, af* t>ic »ielfeitige 93efcanbfung einer 9(af* 
gäbe , (Srwagung ber mJgltd^en unb unmöglichen 
gafle u* f. w.; ob aber bie Qualität ber $ter gege- 
benen Aufgaben biefer ©e^auptung entfpricfct, ijl 
fein Urzeit für mid). 9tä&er mt<$ über ben ftn» 
t^ettfc^en unb anatytifcfcen Sßeg einjulaffen, mar &ter 
nicfct l>er Ort, — SDie 9(nmerfung jur ntunttn Sfof* 
gäbe wirb mir nidjt &be( gebeutet werben, wenn ic$ 
eine ©efegen&eit wa&rna(jm, bie 9fnwenbung einer 
einfachen Aufgabe auf bie erfcabenjlen ©egenjfanbe 
ber ©rofienlebre ju machen, 

i 

4 

3um ©cfcfuj} biefer «Sorte, bitf» ic& Äenner 
ber 9Rat(jematif, benen tfrietteicfct biefe Seifen ju ©e* 
fiefct foramen fottten, unb bie fte ifcrer ^Betrachtung 
wert(j Ratten, um i§re Sfnficfcten, wo fte mit bert 
meinigen *ietteicfct abwetten, fo wie eine SJeric&ti* 
gung, wenn ic& Aufgaben für neu (jielt, bie ft<$ 
üietteicfct in ©ammfungen fefcon fmben, ober wenn 
irgenbwo Sted^enfe^fer entbeeft werben fottten; es 
würbe Sfcor&ett fepn, in oft ftittnlan^m SXccfcnmv 

« 
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«je», f»$ »0» i$tem €in|Iuffe ganj frei fptet§en $u 
wetten. — 

tiefe Seifen für ««fanget «nb greunbe »et 
SOtaffKrtwcif, unb nic&t für ausgeübte Söfet (in fo 
fetn bie« ttbet&aupt mogfiefc wate) gefefcneben mut= 
ben, bebatf feinet »eitern «njeige, unb fottten fie 
fcie unb ba £Ru#m ftiften, fo bleibt mit nic&« ju 
»ünfc&ett übtig. 

« 

1 SSethn; am 4 MB im Sebtuat 1819. 
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©fet^ungen t>om erftett roib jweifen @rabe, mit einet 
«nb «neueren wnbefannten ©rögen. (£>«e SXefu^ace 
fle&e« ber funfji 8 fre R Sfufgabe.) 



v> * n n 1 1 1 u n i,. »(|reee ber naftfeige „ben 3(etcbangen 
»«langen einen SRamen ju beregnen } bfe* f(i f e m 
»erffe&tn: man fcftreibe ba* atfb&flbet, unk beieicime 
eben SBucbfiafcn mit bee 3iffer, . M( f<lne Dr6flu „ Ä 
im «tfafete mit fi* betagt; ba* Stefnltat bee 6<ei" 
, cbung bringt nun bie Ja&ien ber eisernen 35wc&fiaben, 
•nr« bereit 3»famroenfe|ung bet State entffebf. <E<5 
ergiebt fld> ^«r fcgle«,, ob man eidjtig geregnet 

Wn nrigHcfter IRame enffieben fann, 

- 

taöfö Atn fraßen ?Mt*» r.f_ . . ^ 
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wieber btn fflnffen tfail 3e$f gie§t er S Üuarf «ZBaffer 
fcinju, woburd> ba* gaf wieber geföat wirb, — SSfe *iel 
Ctuart tonnte e* faffea? 

Sittel S&ier* tarnen Silben btc Dier erflett ÄudWafoit 
einer Safcl, »eldje fo fcejlimmt wirb: wenn man bot i&rer 
Q&ifU 20 atyie&t, fo ijt Der SXeft fo t>iel, wie ber ßuo* 
tum ben man er&ilt , wenn man oon 5er *u fuAmben 
3a&l 10 abhefte unb ben Steg burcft 3 bibibirt* — SBcUfK 
3aW ijt bie*, unb tote &ei§e ba« S&ier? 
Slnmerf» ©iefe Aufgabe bejie&t ffd) ulcfct auf He 

*or ber erjlen Slufgafre gegebene« 9ia#«<|k N 

3n einer ©efettf^afe finb nocfc einmal fo *iel 3Rä*> 
ner alä grauen, unb breimal fo ftiel Äinber aW grauet, 
©ie ßuabrat$a&len ber 3R4nner* , grauen * unb Äinberja&l 
abbirt, ge&en 1400* — SBie bitl »inner, %vmtn mb 
tftnber waren eS? 

5» 

»♦ fugte: 1$ &a&e no$ einmal fo *lel 9Jerm$gen ali 
©d&ulben; fagte: f# ^abe fünfmal fo *ie( ©Bulben 
alä fernlägen; meine ©Bulben nebfl Sermägeu betragen 
{ufammen fo *iel al* beine ©Bulben , unfere beiberfelfiget 
©Bulben nebfl Serrn jgen ma$en 48000 f&tfyU — SEBie Diel 
©Bulben unb SJetmägen (atte Jeber? 

Der 2Bertf> einer ©ofe unb eine« SXlnge« Uttttf I«' 
fammen 2000 SÄt&l* — SBenn man {u brt Stinge* 2Bert& 
400 Stt&L frinjut&ut, fo ift bie* ber 2>ofe «Bertfr, — 3Ba* 
i|t SMng unb JDofe am SBert&e ? 

7» 

€* wIB Jemanb einen Söagen, Uferte unb 3u6e&fa 
onföaffen* Cr foB fÄr alle* iufaramen 1500 8ttW* 

■ 

m 
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fflr ben SBagen neb(I 3«be^ic mer»eit 900 Sttfet* geforberf ; 
ber ©ertfe be* gubefeir* Dom greife be* «Sagen* nebfi 
ber ?)fcrbe feinweggenemmen, Ugt 1300 Sltfel* — ffia* 
foßte febe* für ficfe foflen? 

o 
©♦ 

©er SRame eine* Wanne* beffefet au* Dfer SJudtfaBe», 
Welcfee auf folgende »rt befiimmt werben: ber €r(!e i({ g(ei$ 
Um Mittun unb nodfr 14 mefer, ber Zweite ifi gleicfe bent , 
Crflen weniger 10, ber ©ritte iß gleich ber j£>4(fee Don 6er 
©umme be* (Erften unb »fetten. — Ueberbie* 1(1 bie ©um* 
; lue ber beiben lefcfen gafelen gleich ber €r(ten + 3* — SBff 
Reifen bie Sailen unb wie 1(1 ber SRame? 

©n ©<fefller fragte ben «eferer na* bem Sllter be* 
Ä5ntg** SSiermal fo alt a(* ber Jtronprinf , war bie Slnt* 
»ort; wenn man aber be* ©ofene* alter mit ficfe felbfl 
multiplfjirt unb be* SBater* Stirer feierju abbirt, fo erfe4lt 
»an bie Jafel 192. — SBie alt war jeber 4 ? 

€ln Sater ifl biermal fo alt al* feilte Softer, bie 
SJtof ter nur breimal fo alt al* biefelbe ; aOer Safere Up 
fragen {Ufammen 96* — SBle alt i(l ber Sater/ bie SRut* 
Ut unb bie Softer, unb na* toie Dielen Saferen toirb 
ber Sater nur nocfe einmal fo alt fepn al* bie Softer? 

€fner &tabt SRame feeffefet au* 4 $u<4fiafau ©er 
Cr(ie ifl ber btypelte fegte weniger 4, ber 3toeite ifl ber 
boppelte ©ritte weniger 1, bie ©umme ber beiben festen 
gleicfe 18, unb bie ©umme be* €r(len unb ©ritten glefc$ 
27. — SBie feeigen bie 3afelen unb bie ©tabt? 

u« 

SBelcfeer SRame befiefet au* Dler 35ucfy(laben, bie fo U* 
fllmmt werben : ber Zweite gUtcfe ber ©umme ber äbrigen 
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SStttfffA&ttt Mb t*o* % ttttjr; ber <£rp ift''bie'$<(ff» bi« 
©riffln, btt Sriffi ift $lifcb bim Birten weniger u 
Ulncb fann man bin fi|ten w&altin, »inn man bin 3»efc 
tin burcb bin €r(icn bibibirt, unb Dem Öuotienttn 2 fufr^ 
tra&irt? — 

€* wirft jemanb mit liner 3lnjdfcl toflrfeln trt bnl 
SKalen 44 2lugen; ba$ etfle SRal 9 Plugin mefcr ba$ ftoeife 
SKal 5 me&r unb bai briffiSftal 18 me&r, al* 1$ bir ©ihr* 
fil »arm, — Sßir Diili SBurfel waren 1*? 

(£3 fauft jemanb lini 2ln$afcl &t&dt tudj, unb {Wafe 
noeb fmal me&r f*»arje^ aW rof&e*, no# einmal fo 
»Iii M«ut* ali rot&e* unb jwetmal fo t>tel weifie* alt 
totbiß SBenn man bie 9Jnja&l bir Neigen Hub rotten mit 
rtnanber multiplijtrf, fo ift bai «probuft 2 me&r aW bie 
Summe aßet Ctfiefe* — SJti biele ©filtfi foaren « t>on 
jeber Nortel 

3?ier «Budjflaben Silben ben tarnen einet &tabU ©11 
werben fo benimmt : bir 3»iiifi t(t 2 me&r att b«r €r(ii f 
bir ©ritte ift ber 17t! S&eil be* 3»iiten, ber StQte tft 10 
wintgir aU bir 3fciifi* SRultfplijirt man aber bii ©um* 
tni bilr beibin irftro fBndjftafau nitt bem Seiten, fo t# 
bti 3a&l ä24 bat WtobutU - ©Ii 3a&iitt unb bin Slawin 
}u ftnben* 

16* 

Sin Safer Ift fo all wie fein ©o&n unb feine Segler 
jufammen* Der £od)ter 3llf*r fcer&dlt ft<& sunt alter bß 
©o&ne* wie 7: 8M* 1(1 fitnel ba$ Sllter be$ Safer« unb 
ber £oc&tir iufammen 88 3a&re* — SBii alt ift jeber? 

17* 

, «ffiii biift bii Sfabf , birm Stauten au« fänf, auf fcU 
dinbe 9lrt bifHmmftn Suc&liaben fcefie&t: bir €rflr ift * 
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tteniger alt Der ©ritte, Der Sfoeffe ift Der ijrte Steil Don 
btt ©uiöme bti Crflen unD Der 3<W */ »ierte ift 
Die Q&lftt bti Dritten plu* i , Der Sterte ifi aber auct 
Die 4>4lfte De* gänftetu Ueberbie* ifl Die ©wnm* btt 
belDen erflen »udtfaben i weniger M btt ©ritte* — Die 
Sailen finb, unb Die ©tabt &etft? 

sfllatt foB beflimmen In wie Diel ?eit $ SW^reti ein 
©efig fiBen,. fobalb fte jufammenlaufen, wenn Die erffe 
SX5^re um e* aBtin *n fuBen 48 ©tunben , Die i»eite 20 
©tunben urtb DU Dritte $5 ©tnoben gebraucteiu — 

SJor 8 Sagen 1(1 ein 95ote «a* elftem. 44° 5K*U<« ent* 
fernten Drt abgef*icft mtb mactt tiglict is SRetten; er 
fott, ete er De« Drt erreidjt, burct einen gelten S5oten 
eingeholt »frDen, Der tägii* 16 «Ketten ma*t* — $ei Det 
tpiet>ielten 3J?etle »pm 9Mgan$«prte <m#, »IrD tv Den €r# 
(len efntelen? 

3* einer ©fabf ffnb achtmal metr etawotner a« 
4?Jufer; wenn man aber Don Der üttabtatjatl Der ©ebdube 
Die 2lnjatl Der «intootner abjfett, fo itf Der SXefl 9200* 
^ mit Diele Jfrivtftt tu* wie Diele ©nwotner t** Die 
©tabt? 

3n einer ©effcBfäaft wirb ja einer ttnferftö$ttng ®e!b 
bammelt* SRun giebt Dt« £dlfte Der ©efeBfcfcaft, jebee 
fo Diele Sfcaler aW Die J&4lfte Der ganje« @efettfd)«ft <per# 
fönen t«* ; Dam Dierten Steile Der ganjen ®efeBf*aft siebe 
feber fo Diel Sf)aler aW «perfonen in Der ganjen ©efeBföaft 
ftnb 5 Dom fünften Steile Der ©efeBftf aft giebt i*** 5 
ler metr al* ^erfonen in Der ganjen ©efeOf*afe finb, 
ttnD Dom jwanjigffen Steile Der ©efeflfcbaft giebt jeDec 
fünfmal fo Diel Staler aW Die ganje ©efeBföaft ^crfenett 
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&af. ©a* gefammelte @«tb 6«fru«, 400 Sttfjl. — SEBte »irlc 

fkrfon«» wart» I» *et ©eftflföaft* 

s - - 

22. 

95. fd$t (tt 31.: Wtt idf me&r, fo |£tte i« 

fo biel a« tu, »otpuf 8« erntfbert: Utte icft ho* §mat 
fo »fei al* id> &a&*> fo »flrbe i<& no* einmal fo t>ie( at* 
bu &a6e«* — 8Bfe biel $att* ieber ? 

- V 

23* 

(Sine* S&iere* 9lame 6efle^e *u6 trfer 95*d)fla6e'n, ba# 
bon lebet bar* eine für fitfr befle&enbe Steigung benimmt 
toftb : 

Der erfle SBudjfla&e ifl ber 3tafangö6uc&fla6t einer 
3a$l, bie man er&dlt, toenn man i&re Üuabrattourjet mit 
i#oo mulfipHiire. 

Der jweite $u$tfafre ifl lieber ber erfle f&n^abt 
einer 3*&l/ »o ber Step, Kernt man bon f&r 4 fubfra&trt, 
fo gro§ ifl a(* ber Quotient, trenn man fle burcft 2 bi* 
bibtrf* 

Der britte 95uc$fia6e ifl ber jweife gjuc&fla&e einer 
3a&l, »elc&e bie ©geiütyaf* &at, baß, toenn man tum i&r 
5 fubf rafcir t , bin Ütefl quabrirf, oon biefem Üuabrate 
bie eben quabrirte 3<*&l »ieber fubtra$irt unb ben Stefl 
bar* 6 bibibirt, man jum Üuotlcnten bie 3a$l felbft tsie# 
ber er&dlt* ' 

Der bierfe SSud&flabe ift toieber einer 3*W änfangl* 
bttdMlabe, bie fo befiimme wirb: trenn matt fle jumßna* 
brae ergebt onb bann 1 ju abbirt, man fo biet ereile, 
aW wenn man ju tyr fetöfl 1 abbirt, biefe Summe qua* 
Irjrf , unb bom Üuabrate 14 fubtra&irt* 

8Beld>e 3a&len finb bie«, unb wie |eige baä S&iet? 
31 n m e r ?♦ Slucfe frier liegt ben $u4 (laben in 9Je|te&nns 
auf bie Sailen, eine anbere Sebeutung unter, aW bei 
ben übrigen SftaraengUic&ungen ; e* ifl biefe ©ebeutung 
tynlicfr mit ber, bei ber britten Slufgabe. 
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81. mb trete» gemeiufdjafHicft ritten J&anbel an, 
»ojtt SS* ned) i mal me&r aW 8« 0fe6e; jefct Witt €♦ bie* 
fem £anbel beitreten, ttnb natfcbem er jufolge be* Ser* 
frag* fo Diel al$ 2k unb 35* jufammett gegeben &atte, fo 
war ba* @e(b «der breier jufammen, breimal fo t>fel al$ 
©♦ aBein gegtben &atte unb no$ 2000 Slt&l* me|r« — 5Bie 
»iel gab ein jeber Beitrag ? 

SBie grifft ber SRawt, beffe» 3lame au* S mtf fol# 
genbe Weife befltmmten Sucbflaben befiele: ber Srfle fft 
3 me&r alt ber fflnffa$e Swetfe, ber ©ritte ifl 10 we* 
niger a» ber grfle, ber Sieree ifl ber breifaefce 3weite, 
ber fünfte ifl 2 me$r a« ber Sierte, ber Secftfle ifl % 
gräger aW ber ©ritte , ber Siebente ifl gleich bem brit* 
len t^eile M €rflen weniger 1, ber Sickte ifl 1 weniger 
tote ber Ctfle; man weiß and> noefy, bag bie Summe ber 
bret erfien SSncftflaben gleich ifl ber ©urame be* Sänften, 
©eebflen unb Siebenten/ pln« ber 3a(l *♦ — ©le (eigen 
bie 8 Sailen, unb wie ber «Rann? 

8la<fr einer ©cftladie beflanb ein Slegimen* au« f fo 
•tri Offnere al* Unteroffiziere; multiplijirt man bie 3a&l 
ber Dffi|iere unb Unteroffiziere mit einanber, fo tfl ba* 
$robuft nod> um 800 me&r ali bie boppelte 3a^( ber ©t* 
meinen; wirb aber bie Snfa&l ber Gemeinen bureb bie ber 
Dfftyere bMbitt, fo ifl ber Ouottent 35* — ®' e *W »a# 
ren e* no# Offnere, Untere ffi|iere unb (Semeine? j 

bat jemanb 2 U&ren unb 2 ©ofen. Cr SefHmmf 
ben 9Bertb jebe* biefer 4 Stüde auf folgettbe »rt: bie 
SBertbe ber U&ren t>er|alten flc& wie 1 ju 3 , unb bie 
tfreuerfle Tofe ifl tiermat fo Diel an ffiertfr al* bie woftl* 
feilere; ber jprett ber wohlfeileren Dofe beträgt nur bie 
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j£>ilffe Dom greife ber wohlfeileren Uhr* 23enn icf> a6er 
bie ©umtue berSBerthe ber teurem Uhr unb ber wohl* 
feileren Dofe qyabrire, fo iß biet &uabrat gerate fo groff 
wie wenn ich {um SBerthe aller toter ©tflde ffinf Jhaler 
jut&ue , biefe ©umme mit 50 multiplt|ire unb |u bem nciteti 
fJrobufte ben SBerth ber wohlfeileren Dofe mit 68j mitb 
tipli|W, «Mite* — SBat foßet jebct ©fucf? 

p 

Slut 6 35nchßa6ett Befielt eine« «Kanne« Staute, bie, 
wie folgt heßimmt werben: ber €rfte iß bie J&dCfte bet 
Sweiten, ber Dritte iß 2 weniger alt ber Grße, ber Sterte 
iß gleich 9 plut {weimal bem ©echßen, unb ber fünfte 3 
me^r alt ber ?e|te* 6t iß noch Wannt, baß ber britte 
SBudjßa&e gleich bem ©echßen, 'unb ber 3weite um 9 grt# 
g er alt ber ©echße ißt — SBie hciflw ,bie Rahlen unb wie 
Der SRame? 

29* 

Sei einer «Oerrfchaft erhält b'er erße Sebiente \!$u 
lieh 4 Sttht* mehr alt ber Zweite; alt ber erße Sebiente 
i 3ahr unb ber 3 weite £ $ahr gebient hatten, gingen heibe 
aut bem Dienße. 3eber erhielt/ wat ihm für feine Dienß* 
jeit |ufam, unb heibe Ratten jufammen 17 SXtht in ge# 
bauten Seiten berbienf* SBat war ber feßgefeftte Sohn 
einet jebeu gewefen! 

3» 2 ©tuhen heftnben ß# Einher ; in ber {weiten 4 
Äinber mehr alt in ber erßeuÄnahen, unbboeft 4Äinber 
weniger alt in ber erßen Jiinber* Die Äinber helber ©tu* 
Ben ßnb jufammen 44» — 9Bte Diele Knaben unb wie Diele 
«Kdbchen waren in ber erßen, wie Diele Äinber öfter in bec 
iweiten ©tu6e? 

Sin tanbmann giefct feinen , wähtenb bet Ärfeget er# 
littenen Schaben an Dchfen, ©chafen unb Schweinen auf 
*7ooSXthU an; bie Slnjahl jeber Dcrlornen JBiehart heßimmt 
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er fo: ei waren s mal fo bfel ©gafe M Ockfen, unb 
£ ber 3lnja&l ©gafe waren Gemeine* €i foflete ein 
©gaf &al6 fo siel $&aler ali ei (er Ockfen waren, ein 
Dgfe 16 mal fo biel wie ein ©gaf, ein Gemein aber fo 
»iel o» ei Oer Dgfen waren* — 2Bfe t>iel waren ei boit 
jeber SBie&art? 

Sei einer ju bejaftlenben SGBeinjege finbef ei flg, bag 
jeber Srinfer ben fünften SfrU fo »iel @eib ge6en rauf, 
ali ei ^Jerfonen finb , worauf ber 2Birf & 45 er&f elf* 
— SBie t>lele ^erfonen waren ei? 

©n Sauer &af eine Sftija&r alfer «Jtöfcner, woben febe 
fo biele 3»n0en &at ali eS; Sitte tfnbi ein jweifer Sauer 
(>at nur $a(b fo t>iel alte £fl&ner ali ber erfle Sauer, bog 
&af jebe biefer alten £fi&ner nog einmal fo biel 3unae» 
ali ei ber Sllfen finb* Die 3tnja$( ber alten unb jungen 
£fi&ner beiber Säuern jttfammen, i|l 27 mal fo grog, aW / 
bie 2lnja&l ber £flfrner bei (weiten Saueri* — SBie biele 
alte unb wie biele junge £flfrner $attt jeber? 

34* 

€i gie6f jemanb bai Sllfer feinei Sruberi, feinet 
©gweger unb fein eigenei Hilter auf folgenbe ©eife an: 
ali mein ©rogbater garb war mein Sruber nog einmal * * 
fo alt ali ig, ali mein 9Jafer garb war ber Sruber 4* ^ i 
3a&r älter ali ig, unb ali bie SButfer ftarb war ber , 
Sruber boppelf fo alt ali bie ©gwefter* Slli ber Safe* 
(larb war bie ©gweger gerabe fo alt, wie ber Sruber 1 
beim £obe bei ©roffcateri warj ig war a&er beim£obe 
bei Safer* boppelt fo alt , ali meine ©gweger beim iobe 
beffW&en* — SBie alt war jeber beim Sobe bei ©rogbateri, 
, bei Safer* unb ber SRutter, unb wie biele 3afrre gart 
ber Safer nag bem ©rogbater tmb bie SRufttr nag bem 
Safer 1 
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Ciner grudjfarf Slamen Befiele au* t>ier 25uc$fla6ett, 
wobon feber ber 3tnfang*&uc$fla6en einer £a£( iß, welche 
4 Sailen auf folgenbe ©effe beflfmmf werben: bie ©umrae 
ber 3 erflen ifl 27, bie (Summe ber erflen, jweiten unb 
bierten ifl 23, bie Summe ber brei erflen weniger ber 
bierten ifl 22, enblfcfr ifl bfe Summe ber erflen, brieten 
unb bferten weniger ber {weiten gleich tö» - 3Bel$e 3a(* 
len ftnb bie*, unb wie (>ei£; bie gruc&tart ? 

IRad) ber SJerorbnüng eine* SBerflorbenen foHen juerfl 
, bie ©cbulben bejaht werben, welche bie J£älfte ber 9Ja0* 
laffenf^fift betrafen« Oie Söittwe fott ben fünften 2&eil 
be* £interlafienen befommen, ber ©o&n \ bon bem ber 
SBittwe, bie Softer ben {ernten £&eii botn ganjen fcin# 
teriaffenen 35erm6gen, unb ein fßruber be* Serflorbeneu 
Die £4lfte bon bem ber Softer* 2Ba* ber Sof>n# bie 
Sodjter unb ber 95ruber jufammen befommen, trug 1200 
SXt&U au*„ SBa* erhalt jeber, unb wie blel beträgt ba* 
^interlajfene? 

37* 

©er SRame eine* 3J?anne* 6e(le&e au* 8 Sncfeflabett, 
bie fo befltmmt flnb: ber3«ette ifl 1 griger als ber bop* 
feite Siebente, ber SJierte ifl gleicfo bem Siebenten, ber 
©ecfc*te Hl ba* Sierfac&e be* Srflen, ber Siebte ifl bie 
SDtfferenj wenn man bom Dritten ben Sänften abgebt, ber 
Zweite ifl gleich bem Siebten weniger jweimal ben Sänften, 
ber Siebente ifl ber Quotient ben man er()4lt, wenn man 
bom Siebten 2 fubfra&irt unb bie Differenz burefc 3 btof* 
birt, enblUft ifl ber 6e$*te fo biel ai* bie Summe be* 
Vierten unb gänften* — ©iefe fo bejllmmten %&b\tn unb 
ber juge&*rige SRamen werben gefügt* 

©enn man bon einem Orte nad> einem anbernS5# 
»»# fo trifft man bie Derter ©♦ unb & na* bteflrt 
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Drbnung* m ift bon €♦ ti* ©♦ nur W& fo mit alt 
oon 31« bi* <L , bon ©♦ bi* <L tft e$ 10 teilen meftr mie 
toott €♦ bf* D/ bon €♦ BW aber 10 Sfteilen weniger 
«ofe bon »• 6M €♦ gerner 1(1 ber ©eg bon 21 £♦ wendet 
beut fo groß toie ber Uneerft&ieb be* ©ege* 
wendet bem SC«/ unb biefe SDilfereng berboppelt* — SBie 
grof ifl jeber SBeg jtvlfdjen 2 {un&cftfl auf einanber foU ' 
genben Dtrfern? 

♦ Sie j£)55e cfne* £6urmö wirb auf folgenbt Site 6t» 
fiimmt : bie ganje £tye be jle&t au* ben 4jä &en 1) ber ba# 
neben flefcenben Ätrcfce, 2) bon tiefer bW |ur ©aBerit bt* . - 
tyuxmi, 3) bon biefer btt ju einem Änopft ttnb 4) aut 
bem Knopfe unb bem bprauf fte^ettben Ärtujt* 3ebe btt* 
fer Jgrt&en wirb nun tbieber fo beflimmt: ba* Viertel bec 
£tye ber Jtircfce ju biefer £5&t abbfrf , flltbt ben 3ibfl«nb 
ber ©pifce ber Äird)e bon ber ©atterit, bon ber ©afferte 
bi* }um Änopf ffl ber borfgen %i$t $&lftt, tinb Änopf 
ntbfl Jfreuj ifl ber fünfte S&eil ber £tye itoifcften ©pije 
ber $hd)t unb ©aflerie* ©enn man fiberbie* bi* beiben 
£6&en ber oberfien Slbfönitte mit einanber nwttipli|irf, 
fo ifl bat $robuff giefeft 1600, $ierbon aber itod) bat 
fed)*mali*e tyrobufe ber £*&e {toifeften #ir$fpi$e unb @al* 
lerie fubtra&irf* — SBie biel betrat jeber Slbfönitt, unb ; 
berS&urm? 

. 40* 

©a$ toärbe tt>o&t ein fö&ttr 0Mng unb eine U^r fo# 
flen, -wenn bat Öuabrat ber Stfferenj bom ©ertfre bei 
Sttnge* toeniger bem ber U^r glicfc 3500, unb bie 6umme ' 
beiber 750 gttyf» toirt? 

4L 

€< &af jemanb 2 Älumpen SJfefatt, einen bon ©fen 
ber 100 «pfnnb »legt unb 8 Sttty» foflef , unb einen bon 
Tupfer ber 80 Jßfunb tbiegt unb 48 ttffl» tofltU €* 
tofinfc&f jemanb eine SRifc&ung aui beiben SRetaBarten ju 
(abut, bie 5 RtW. foflen unb 30 9>funb »legen foB. — 

* 
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ffife blel yfuub «etatt »m§ *on jebcr ©orte genomme* 
»erben? 

4^ 

& gtebt f emanb ein Kapital tu 5 ¥>♦ *"f 3«ttf*«/ 
unb fd)lddt fiel* bie 3infrtt gum Äapital; na* ©erlauf »Ott 
3 3abren erhält er an Äapital unb ginfen. 11576* fttfc 
jurütf* — SBie groß war ba* ausgeliehene Sapital? 

!»♦ unb 95« 5a6en jtifammen 8p 3il&f*> 5t* »erWenfe 
*on feinem ©elbe 3 mal fo Diel att 95<, «nb nun hat jebtf 
wd> 20 Slthl* — «Bie »lel h«"* jeber am Anfange? 

^emanb bet »ach feinem, feiner Butler tinb feine* 
SSruber* 3l(ter gefragt würbe, gab jur äntwort: meine 
Stturter ift breimal fo alt al* ber Sruber, id> bin aber 
5 3a&r dlter aW berfelb« : wenn man *om ^robuft ber 
Sabre ber Butter unb be* Sßruber* bie meinigen abzieht, 
fo bleibt 655 jum 9iefte« — SBie alt war er , bie aKulte* 
ttnb ber 5Jrubert 

«In ©pieler fagte: I* berter f be$ ©elbe* welche* 
i# bei mir hatte, unb gewann nacb&er f Don bem 3ln* 
fang* gehabten wieber; ba$ Sprobuft be* ©ewinnjle* unb 
SJerlufle« ift 300 Sttbl. — SBie t>iel hatte er am Anfange, 
toa« betrug ber ©ewinnff unb wa$ ber SJerlufi? 

sffite $elge bie Sahl bie quabrlrt unb hierauf um * 
»ermfnbert, fo t)iel giebt al* wenn man fie mit S muU 
lipliiirt? 

47* 

€* bilben bret Sailen eine geometrifäe ^rogreffion, 
Welcbe bie ©genfc&aft hat, bag bie Jefcte burcfr bie «tjte 
Mtibirt, |um Quotienten bie halbe 3»eite giebt, ferner ifl 
*ie ©umtue ber beiben erfte* 3ahUn 4 weniger «W bie 
©ritte*-- Siefe JahUn Pub! 
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48* 

<r« W jemanb ein richtige« ©piel Äarten , bfefc* i|l 
Beliebig gemif*f$, nun »frb Me eefie Jfarte befe&en, t>er# 
becft auf ben Sifcb gelegt unb fo t>ie(e harten barauf ge# 
legt, ba§ i&re ©umme 10 (ober m) macfct, b» ble 
Slugen ber unterjlen Äarte mit ben barauf gelegten Äar* 
ten, »obel ba« 91$ nur i gilt; fo ifl ein Raufen fertig* 
3e$t befielt man bie folgenbe jfarte unb t>erfd&rt mit i&r 
»ie bor&er, legt bann ben brieten , Herten mf*»* ba« 
ganje ©piel in Raufen au«; ba« SMlb gilt 10 aber einen 
Raufen allein* — SBenn nun bie 9ln(a^( ber Raufen v be<? 
trägt, unb am legten Raufen w harten fehlen, fo fatt 
man eine gormel fud)en , »elcfce bie «nja&l ber Slugen, 
bie bei ben t>erfd)tebenen Raufen juerjl borfommen, angiebt* 
31 n m e r f ♦ Stennt man bie 2lnja&l ber Äarten be« Spiel« 
35. n, fo fann man bie gormel aud> bei einer »ilfr 

ISgrlicften SRenge bon harten, beren Slnja&t man \u 

bo$ »ifim muff, gebrauten* 

49* 

€in ©efig fbtt au« 12 ^Jfunb reinem Soll* belieben j 
man »iegt e« unter SBaffer ünb e« verliert J $funb; 
ba(8olb nur ben igten Sfceil, unter SBaffer gewogen, ber* 
liert, ©über aber ben jwälften 2&eil, fo ifl bie grage: 
ba ba« @ef4§ ntc&t au« reinem @olbe befielen fann, »ie 
Diel ©ilber ifi tym befgemifc&t, ba e« genau 12 9»funb ©e# 
»icfjt bat. 

50. 

3« bem SRagajin einer geflung liegt fo biet betreibe 
SSorratfr, bag 400 Spferbe &8 Sage lang unterhalten »erben 
f innen; nac&bem biefelben bereit« 4 Sage bat>on gefreffen 
baben, «erlangt man 7 bag bie SPferbe bei £ Ütatton, fld> 
nod) 40 Sage aufbauen foflen* — SBie Diele tyferbe mdffeii 
alfo weggenommen »erben, »enn biefer SDebingung ein @t* 
nuge geletfiet »erben foß? 
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SJefufeate ber twfle&enben fttöfjig ©(ei^ttttjett* 



i) 500 §ug* 
a) 24 &uarf» 

3) Die 3a&l 100, bat S&fer: £itnb* 

4) 10 grauen, 20 9)?4tttier*ttttb 3o5?lnben 

5) SL Ilatee 24000 5Xt|L a3erm5ae» tmb 12000 ©d^utbett, 
S5» — 2000 — — — 10000 — 

6) «Bertfr be* Stirpe* 800 3tt$t, ber Der Dofe 1200 3tt$L 

7) Set SBagttt 800, bie Uferte 600, ba$ 3ube$£r 100 3lt$k 

8) SDie Sailen fhib: 24, 14, 17, 10, ber SRame: JPorf* 

9) SJlfer be* XSni&t 48 3a&r, 5e« Vrfn|en 12 3a$r* 

10) ffiater48, Gatter 36, Softer ia3a&r* 3!ad>243a§reit* 

11) Sie Sailen: 22, 9, 5, 13; bie ©tabt: SBietu 
ta) Die Sailen: 2, 14, 4, 55 ber IRame: 83* be* 

13) Stfer flBftrfel. 

14) <£* waren 4 ©tflcfe rotfr, 6 ©f. fömarj, 12 ©t* blau, 
8 &u toeig. 

15) Die Sagten 15/ 17/ i/ 7/ We ©fabf : flJrag* 

16) Der SSater 1(1 60, ber ©o&n 32 o. bie Softer 28 3a&r* 

17) Die Sailen 15, 1, 17, 9/ 18/ bie©tafct: JJ«n** 

18) 3n 9tIs ©tanben, ober 9 ©tunben 1 SRinnte 21 ©e* 
funben 12^ Sertien* 

19) S5ef ber 384ften SföeUe* 1 

20) €* ftab 800 ©nwo&ner unb 100 Jßdttfer»' 

21) waren 20 ^erfonen* f / 

22) 91. ftatte 24, 9}. 18 

23) Die^a&len: SKlOlonen, 8, 15/ 7/ ba* 2&fer: 8Uts& 

24) 2t. gab 4000, 35* 6000 unb €♦ 10000 9it&f, 

25) Die Sailen: 18, 3/ 8,9,", "/S/ 1 ?/ berSlame: ©filier. 

26) Dffljiere 40, Unteroffiziere 90, ©emeine 1400. 

27) Die erfte Ufrr 30, bie |»elte 9°/ bie erfte Dofe 15, blt 
f weite 60 Rt&l. 

28) 3>ie 3a^en 7, 14, 5, 19, 8, 5/ Warne: ©if & e. 

29) Der erfte »ebtente bcfam 24, »er jweite 20 3tt&l. 
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30) 3« ber erflen ©tube waren 16 Änabeu wtb 8 SJiibc&en, 
in ber jweiten ©tube nur 20 Äiuber* 

31) D4f«n 10, ©djafe 80, ©4>wetne 5a 

32) €* waren 15 $erfene>n 

33) ©er erfle »auer fratt* S alte Mb 64 fange $fi&ner, bet 
(weite 4 alte unb 32 junge £äbi*er , jufammen 108« 

34) 21W ber ©ref fcater (larb war Me @<bwefler no$ ntcftt 
geboren, ber ältere SJruber war 8, ber jftngere 4 3<*bt 
alt, aW ber 93ater (larb war bie ©cbwefter 8 3<*bt/ bet 
«rfle 95ruber 20, &er tweite 16 3a&r, al* bie SRutter 
(larb war bfe ©cbwefter 12, ber ertfe ©ruber 24, ber 
iweite 20 3abr* ©er SBater (larb baber 12 3abr na$ 
bem ©regoater unb bie SKutter 43<*&* beut Säten 

35) ©ie3ablen: 7/ "/ 9/ 5, bie gruebtart: ©enf, 

36) ©a* fctoferlaffene aSermägen betrug 4000 SXtbl«, bie 
©cbulben 2000, bie SBittwe erhielt 800, ber ©ob» 600, 
bie Softer 400, ber »ruber 200 $lt§L 

$7)©ie gablett 2, 11, 20, 5, 3, 8/ 5/ A 7/ berSiame: 95 lä * tu 
38) 93on 31« 6« (inb 240 Weilen, *♦ 91« bi* €♦ 80, & 
bfö ©♦ 40, t>on ©♦ b« <£ 50 tu *♦ €♦ bt* 35* 70 Weilen« 
59) ©ie Jti«be i(l 80 gug, t>on ber ©pifce ber JWrcbe bi* tut 
©aBerie (Inb 100 gug, *on frier W< jum Änopfe 50 gug, 
ber Änopf nebfl Jfreuj betragen 20 gug, alfo 350 gug 
ber ganje S&urm* , 

40) ©ie U&r 350 Slt&l«, ber Sling 400 SÄt&U 

41) gär 2 SXt&U «Ifen ober 25 $funb, filr 3 Stt&U Äupfet 
ober 5 SJJfunb t>on bemfeften. 

42) ©ad Kapital betrug 10000 9tt(l* 

43) 8L bötte 50, S3, 30 SXtfrU 

44) ©ie SÄutter war 45, ber i(!e ©o$n so, bet ate x$3a$f* 

45) »m »nfang batte er 6o$XtU*erlor is* gewann aofSUU 

46) ©ie 3abl ift 9». 

47) ©ie Safrlen 4, 8, 16* 

48) ©ie »erbeeften «lugen betragen (m + 1) ▼ — * — w* 
49; €< waren 9 <pfunb ©olb unb 3 $fuiftb 6il6er# 
So) 60 $ferbe mfifien abgeben« 
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IL triaonometrifd&e 2(tif<ia&em 

r 

/ 

ttnmerf* tßa^folgenbe trigottomtfrtfcfte t&ufoc&tn 
Un nur ben 3wecf, beti anfinget in ber 3lufWfun$ 
ber ebenen Sriangel ffit ftcfc, ober in nidft fe&t jtt* 
fammengefegten SSerbinbungen unter einanber, |u Äbetu 
SOfe frierju näe&igen SJorfenntnljfe mflffen natürlich 
au« t>em 23ortrage ober au« Se&rbädjern fiber bie' Sri* 
gonometrie befannt fepn. €« werben feicr nur immer 
bie gegebenen ©täcfe unb bie £Refu(fate angef^ßre, 1 
ttnb e« ifl Ui$t einjufe&en, ba% toenrf biefe alt gege*' 
ten angenommen »erben , umgefe&rt bie gegebenen 
©tücfe toieber beregnet werben Wnnen, tooburcf) fld> 
»ac&folgenbe Aufgaben berboppehn Um bie gfguren* 
menge nicftf unnufc ju becme&ren, biene ein Sriangel 
immer mehreren Slufgaben , unb ber Säfer berStufga* 
ben fann, wenn e« i$m nlt&ig ift, Uldjt einen £ri* 
angel {eignen unb bie gegebenen @täcfe baber fc&rei* 
ten, tooburd) man bem ©ebic&ttuffe ju pfiffe fommen 
fann* £>ie gigur felbfi, trdgt übrigen« bei trtgono* 
metriften Beregnungen, toenig ober nid)« jur Slufr 
Wfung bei. — Der oierte Slbfc&nitt wirb mehrere «a# 
tsenbungen ber Trigonometrie , befonber« auf bie regu# 
liren giguren , fo toie ber »ritte * bfönitt auf bie 
;Rret«bered>nung enthalten* 

L »ufUfitng ber trianget au* einer ©eite unb 

jtoet Sinfetn* ^ 

j) ©egebeu: Z.B=R(3lecW *u finben: Z.C±=i9°4tf 

Z. A=7o° so' (gigur i) B €«738,06 
— AC=7S4 AB «263,8? 

a) Begeben : B = R tu finben : L C « 9« 

Z.A=8i ö (gigur 1) BC = 40372,7 
AC s= 40876 AB« 6409,1;» 



Digitized by Google 



— 17 — 

3) *©egeben: Z-B=R )u ftobett: Z. C=22« 5' 

Z. *=67* 55' (#gur 1) AC= 1244,8 
AB=468 BC=ii53,5 , 

4) ©egebe n : Z. B = R ju fitibett : JL A = 5 1° 56' 

Z.C=37*4' (giguri) AB=i 9 , 4 68 
AC = 32,3 AC=25,7i4 

5) ©egtben : A C = 17628 ju ftobett : A B = 17070 

Z.B=ii4° 13' (gfg.2) B 0=1269 
Z-C=62°i' Z.A=3° 4 6 f 

6) ©egebcn: BC = ioq |u ftnben: Z.A=2i° 41' 

Z.B=75°2i' ($tg*2) AB=268 / 6 
Z.C=82°58' AC=26i,86 

7) ©egebett: B 0=4832 {u fitibett: Z.A=ioo° 

Z.B=:52 0 55' (gtg«2) AB = 2233,8 
AC=27° 5' AC===39i 4/ 2 

8) ©egeben: BC = 8754 ju ftnben: Z.A=8i°35' 

Z. B = 87° 2%' (§f g, 5) AC= 884 
AC=ii° AB=i68,8 

9) ©egeben: BA =44682 ju ftttben: AC=58s65 

Z.B= 94 ° 16' (SI3.2) BC=3 49 i5 " 

Z. A =36° 22' Z. C =490 22'A 

10) ©egeben: BC= 49 6 juflnben: Z.A=i26° 38^ 

Z-B = 37° 18' (gig*2) BA= 171,06 
Z-B = i6° 4 ' A 0=374,5 

11) ©egcben: B A=38 9 9 juftoben: BC=282o 

Z.B= 4 2°5' (gig,«) AC=26i4 
Z.C=9x° 36' Z.A=46° 19' 

n) ©ege6ett: BC=?4286 jaflnben: Z. 0=35° 21' 

Z.ß=4i°i6' (gig, 2) AB=r255 4> i 
Z.A=xo3°23' AC = 3i74,a 

II. Sluflifung ber Srfangel au* jrnef Seife* 
unb bem ber größeren Sette gegenüber 

liegenben ©tnfel* — 
13) ©egefcn: Z.B=R *u finben: Z-A^s 0 * 

AC=ii826 gfg% 1) Z.C=3i°58 f 
AB =967 BCS1549 
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14) ©egetttt : L B = R |tt ftobcn : ZL A = 28 0 23' 

BC=i6,s (§ig*i) Z.Q^Öi 0 ^ 

A 0=134,7 AB =30,528 

X5) ©egebcn: Z.B=R |o ßnben : 51' 

BC=29i,7 (§tg*i) Z. 0=3^9' 

A 0=344,5 A 8=183,32 

16) ©egc6e»; B 0=354 |u finbrn : Z. 8=46° 20' 

BA=22a (§lg. 2) Z.C=38°4o' 
Z.A=95 d AC = 257,12 

17) Öegc6en: BA=i6 ju ftnbeti: Z- a= 102 0 1' 

A C =23 (8*8* 2) Z. C= 30 0 43' 
Z.B=47° 16' 80=30,637 
1C) ©cge&cti: B 0=5426 ju faben: Z. B=4o° 40' 

BC=332i (§tg.a) £0=35°/ 
Z.A = jo4°i3' AC=3647 

19) ©egc&en: BC=56 jupnben: AB=56,oo2 

AC=i7 CS***) AC=8i°i7' 
2LA=8i°i6' jLB = n 0 af 
2q) ©ege^n: B 0=8726 ju fmben: A 0=590,2? 

AB=3446 (gig,2) Z-B=37°25' 
* '. Z.A = n6°4' Z.C=26 0 3i' 

*i) '®Witn: BC=5438 itiftnben: AB=i3ii7 

A 0=6344 CSt» *) Z. 0 = 122*53' 49' 
Z.B=36°44' Z.A=20 a 22 ' n" 

*a) ©cflc&fn: 60=466,9 jufutbeti: AC=285/*5 

BA=27i,4 (gig**) Z.B=33°55 / 
, Z.A=U4°2 r Z.C=32°3 r 

Iti\ Sluflifun« t>on Srlattgeltt «u« j»et ©eftctt 
/itnb bem ber fletnercti t>on btibeo gtgtnäbtt 

Uegenben SBUtcl* 

23) ©egcbeo: A 0=828 |a ftnDen: Z.N=i27°5*' 

CN=644 (gjg* 3) AN=ä58 
Z.A=37°54' Z-AC;!V=I4 0 I*' 

Z. N foO fluwpf fcpiu 
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a4) ©*fle6e« : A C =74 jtt finbett : Z. B =5$* 35 

CB=6o (819,3) Z.ABC=7js°3 
: J , AA=44^2' Aß = 

t Z. B fott fpig feptu 

25) @es«6en: ACt=863 ju fitiben: N = 109^5' 

AA= 3 6 0 5i' (gig.3) Z.ACN=33P44 f 
NC = 544 AN==5o9 ; 6 
Z.N foll dumpf ftyn* 

26) Sehern: AC= 42 6 juftoben: Z.N=ii9° -5"* \ 

CN=CB=38i (819,3) Z-B=6o° 35' 
Z.A=38° 14' AN= 185,96 

Z-Nnnb Z-Bfotten AB =483,27 

teibe gefiutben »erben* Z. acn=22° 21' 

Z.ACB=8i° 11' 

*7) ©eaeten: AC=4386 2» ffttbett : Z.N=i46° 33' 18" 

CN=CB=3645 (gl«. 5) Z.B=3 3 ° 26' 42" 
Z. A=27° 16' AN=856,96 
Sowohl Z. N a« AB= 7103,8 

Z. B »erben g efbty* A c B = 1 19 0 ig' 

AC1\=6°H' 

38) ©föe6en: A 0=426 jufinbett Z.B = 36° 15' 

Z.A=24° (gis*3) Z.ACß=ir 9 °45' 
CB=2 9 3 AB = 625,48 

Z.B foK fpift fepn* 

IV- 3nf(äfutt0 btt Srianget au« jroti ©efttu 
an» fett» einaefgloffetun SBIntel» 

29) Gegeben : A B = 146 ju ftnben : jL A= 27° 4 

ß C=345 (8(9,2) Z.C=2 5 °5' 
Z.B=6t° ' AC=3i 7 //^ 

30) ©egeben: Z.A=i36° 2' {n ftnben: Z-B=3 4 °3/ 

AC=34oo (819*2) Z-C = 9°2i < 
AB =972 B (1=4154,9 

31) ©fgeben: Z.C=44°26' jnfinben Z.A= 9 6°4o' 

ÄC=526 (§ig^ ^ Z.B=38°54 J 
CB = 83a AB=58* 

2* 
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3«) SescBen: ^.15=77^ inftoben: Z-A=8i° 

BC=59i (§fa*2) Z.C=22° 
B = 224 AC=582,6 

J3) ©egefren: Z.B=49° 18' jn finben: Z- A=9i°32' 52 

BC=6 59 (§ig.2) Z-C=39°?'8' 
BA = 403,6 AC = 484/6 

34) ©^eben: Z.B=38° 2' ju finbcn: Z-Arp«*^' 

BC = i$ (gtg*2) AC=i29^3' 

£ BA=8 AC=p9^59 

35) ©fürten : Z. A = 37° 1 8' |u ftnben : Z. B =^02° 

AB = 524 (S^2) Z.C =40^42' 
AC = 7Ö6 B€=486#4 

36) ©egelen: Z-C=72° 54' jufnbtn: Z.A=7i°6' 

A C =224,5 (gte* 2) Z. B =36° 
CB=36i,4 AB=36s,i 

37) ©egeben: Z.A=ro4°8' |uf?nben: Z.B=55°i8' 

AB= 294 3 (5*0* 2) *LC~ so 0 34' 
AC=688,95 BC = 8i2,56 

38) ©egeben : Z. €=49° / $u ftnbcn: Z. A=94° 41 4 

AC = 16 (gtg* 2) Z. B =36° ia? 
BCt=27 A 8=20,481 

V. au$ ben brei Seiten clne^ Sttangei* bit 
bretfBinfel ju beregnen* ($ig*2 bleibt bei 
allen tiefen SUfgabenO 

39) ©«geben; AB = 146 ju (toben: Z-Css** 0 ^ 

A 0 = 251 Z. 6=4*^4*' 

BC = 342 Z.A= 116*29' 

40) ©egeben: AB =98 *n finben : Z. €=40° 48' 

AC=76 Z. B »30* -2/ 

B€ = i42 Z.A = wg°^4$ f 

41) ©egeben : A ß= 36 $u fürten : Z. C= 9 3° 2/ 

A0=2i Z-B = 35° 3/ 

BC = 28 Z.A = 5o° 56' 

43) ©egeben: A 8=234 |uf nben: Z. C = 102* 1/ 17' 

AC=n6 Z.B=28° 58' 11" 

BC=i$# Z. A = 48 0 43' 32 ' 



43) ©ege&tn: AP =84 jttfinb«: Z.Cs=7a* 1' 53" 

AC=6Ä ^ B=49° 25' 45" 

BC=75 Z. A = 58° 32' a*" 

44) ©tge6tn:.AB=;6 |u ßnben: Z.B=: 1 27 0 4&' 

AC-H • Z^C^.: 6 20' 

B C =<54 Z. A =29° 5a' 

45) ©fjrfen: AB=4 |ttftttt«lt: Z.C=34°3' 

AC = S Z.B = 44°'25' 

BC=7 Z.A=ioi°3' i 

4© ©»9«6tn: ab=3 mfmfcttu Z.C=26° 24' 

AC=6 < Z.B = u 7 »i6' ♦ 

BC=4 Z.A=36°2o' 

VI. S5ert*»ttnft *e3 gUffreniftfralt* btvttUn* 
$el, aitä bett t^erf^iebeneit f i e 6efHmmenbett 
eefirfeit, o&trc 3Udff*t auf bie fcMenbett 
etittn unb ©inftl. (gigu*» flWt f«r 

alte tlufjaben«) 

47) AB ~«f ) ^ 3bW( 



m: B C = 164 V 

Z.B=i5.°4' [ A = 2696,95 a 

Z.C==38° ) 

3=346 ) 
=221 l 4 = j; 

1= 104 0 6 \ 



50) ©efltfon: B 0=346 

BA=22i Ja ==233450 
Z.A 

51) ©<ä«6ttt : A B r= 5 

AC = 6 [ £= 14,1440 
BC = 9 
i; BC = 38i 
BA=244 J. As= 40686 
Z.B 




3=381 ) 

= 244 \ A = 

B=6lM) 



♦ 




48) ©w&m: AB =7 y / y 

A C = S > &ai a tfl =- a68,34-Q ' 
EC = 9 

49) ®wUn: BC = i64 
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53) ©egeSen: B 0=836 ) 

BA=44i ( a= 123180 
^A = io7°) 

54) Sieben: BA = 64 ) 1 

Z.B = 38° 9' i 901,91 = a 

Z.A=45°4' ) 

II. ©etroifc&te 2lufja6en, too meörere $ri* 
angel in {ßerbinbuna fle&en* 

55) 95elm SBferetfe ABCD (8igur4) f!nb fo[$enbe 
eäcf e gegefcen : AD = 2 o, DC = 28, CB = 36, Z.D 

= 62° unb ^ DCB = 104°* gie&f matt bit ©fagonale 
AC> unb faae *om fünfte A attf DC unb BC bie tytt* 
penbifet AN unb AM, fo fott beregne* »erben: AN 

= 17/658 ^DAC = 7 4 ° 30' ^DCA=43° 30' Z.ACB 
^=6o°3o' ^CAB= 75 o 4g ' £ AB £55.430 4* AC = 
25/653 AB = 32467 A M = 22,328 ADAC =247,184 
AABC=4oi ; o88 ba&er ba* ganjc 93ierccf = 649,272 uob 
fem ^Jerimef er = 1 16,467* 

56) Um elfte ö emiflTe £*&e BE |u meffett, ju bereu 
5«§ matt nfdjf foramen tonnte, toat man im ©fanbe au* 
V»ti t!6er einanber He^nben fünften A unb 6 (gig* 5) 
bie 2Bmfel BGC = i8° unb BAD =20° jumeffen; Mt 
©tanblinie AG 6efru9 12 gug, unb ber $unfc A lag 8 §«§ 
öfter bemfrbbobenj e* t>erffe$e ffc&, bag FE#rAD:#GC 
unb bog eben fo GF*BE I4ufe, bag ferner Z.C=Z.D 
u* f*to, ßntmtlid} rechte SBinfel flnb; e« frage jtcf>; wie 
grog iff AB (=327), BD (= iii,8), GB (=323), x 
BC (= 99 ,8) unb BE (=119,84)? 

»nmerf* »an. (at nur nätfttg, tut [*tm Sriangel 
BGA enttoeber bie BG ober bie B A; nüh al*bann 
im redjtminfUc&en $rian*el BGC ober BAD bie 
BC ober bie BD ju enttoicfeln, fann aber jnr 6i*er# 
fceit ber &ed>nung aud) au* jebem Sriangel befoit* 
ber* bie $i$t berechnen, m a(*bamt biefelbeii Re* 
fWrate fommen rofifTen* 
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57) &ot*V W aber BE fo »fe bie fi6rfden ©tfltfe 
(bei gig« 5), »enn ber Berechnung folgeebe Stüde jum 
©runbe Uesen : GA = i6g»g, DE s AF = 12$*$, 
Z.BGC = 34°i6' Z.BAD = 36« 58? — »nttoort: 
G £ = 271,38 B A = 38<>/7 B C = 152,7$ B E = 1 80,75. 
— Berechnet man au* aBAD tie £«&e BE, fo ergieb* 
f{e ftd) = 180,79 alfo 0,04 Unterfaieb, toel«e ©ifferenj 
barin tyren ©runb frat, bag toir un* bei afleh biefen !Be# 
re*nuttgen mit bett nicW Heineren £og arit&men , fotoofrC 
bei ben 3afrlen ai* bei ben trigonometrif«en £infen, «K 
Wa|re Sogaritbmen begnügen. 

58^ €* fe? (g*g*6) |um S&e&ufe ber SKeffung bet 
,£5&e v E, ju beren gug man aua> nidjt fommen tan», 
bie ©tanblime FC angenommen, fo bag bie fünfte F nnb 
C mit ber £«&e ae (bie natfirü* lot&recfte auf EF an» 
genommen toitb) in berfelben SSertifalebene liegen ; man 
labe nun burdj> unmittelbare SReffung gefunben, bag FC 
pGB = 79° CÄutben), ferner AABD = 30 0 unb 
/LAGDs=74° 35'; BF = GC== DE = 4 gug alö Spifyt 
be« ffiinfefmeg . Snflrnment« , Z. ADB natürlich et» rec&# 
Un man bedangt nun bie fe&lenben ©tärfe? SIntm«: 
AG = 56,27° AB=io8° AD =» 544 gug, ba&er AE 
?= 548'« 

59) ffienn aber (biefelbe gig. 6) FC 3=418' Z-ABD 

= 33° # Z.AGD=3a°/unb BF = 3' f #1 ? — »ttt»*: 
v AB=!457,3' AGs=io76' AD=572,5' unb AE=575,5'* 

31 n m e r f ♦ €< (ann au<fy A E bie «£4&e eine! frei fo)me# 
benben Äirper*, einer SBolfe, eine* fuftbatt*, aud> 
einer £lmmeßerfc$einung fepn; nur mfiffen aWbamt 
bie SBinM bei B unb bei G in bemfelben äugenblitfe 
gemeffen werben, unb ba bie fünfte B unb G too&l 
feiten attbann in ber SJertifallinie mit ber £6fte AE 
liegen mftgten , fo finb frier no$ fernere Beregnungen 
unb gtebuftionen »Stfrig, bie nd&er |u betrauten frier 
ni$t berDrt tjt 

1 f 
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6o) Sott jwei Ränften mi (giguv 7)# nim(id) A 
unb B, fann man |wei ©egenfMnbe S unb E, $u betten 
unb {wiföen welcf)e man nic^t fommen fann, fe&en, ««« 
mtgt bie SBinfei EBS=n°4' SBA:=76 0 26' SAE 
nix 0 14' unb EABzz9o° 31' fo Wie bte £inie AB = 14 0 ; 
man bedangt niefct nur bte Entfernung |Wtfd>en S unb E, 
fonbern aud> bie£infen SA, EA, SB unb EB* — 91 nt* 
»ort: S A zr 419,29 E A — 404,13 BE — 404,5 SB= 
432,36 unb S E — 85,285* 
Slnmerf» ©er &aben $ier triebet jwei itiangel SAE 
unb SBE, wcrau* wir bie Sinie SE entaucfeltt fin* 
nen, unb man fann f!e wieber, um f!$ bon berSttd[M 
tigfeit ber Kecfynung $u fiberjeugen, aud beiben Sri* 
angeln entwlcf ctn unb ben Unterftyieb fuc&en* gerner 
fann man alle SEBinfel, bte gerbet torfommen, jur 
Hebung mit beregnen* 

61) (Diefel&e gig ) 3Benn a6er AB-54 Z.SAErr 
49 0 18' Z-E AB zr25° n' JL SB A =42° unb Z.SBE=: 
56 0 a' iji? — - 2lnt»*: SA —403,6 EA=r639 SB=564 
EB = 274,6 unb SEr 469,01* 
änmerf* SRe&rere bergleidjen aufgaben getreu lit 
bte praftifdje ©eometrie, unb t>orf!e&enbe ftnb $iet 
nur gegeben, um eine Sriangel* SDerfiinbung baburcft 
^erborjubringen* — SRe&rere trigonometrifdje Slufga* 
beit werben wir aücft nod) bei ben analptifc&en ISnf* 
gaben befommen* 

. • 



m. Sfofjja&en aus bet £rei$fcered)mroö* 



2t8f5t|ttttöen. 95ti «ta<&fol0ent>cn 2hsfe«6en beben» 
Ut immer: K benärei*, R ben 8J«bM, D ben ©ar<b* 
»effctt'p bte gJetWerfe, W ben (Eentriwtnfel, B be* 
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»oattt I» Jdnge (rectificirt), S ben ©ecfor, Sg bat 
©egment, Sh feie ©e&ne, A ba* Slpot&ema ( ben Kerpen* 
Mfel *om SKUtelpunfte auf bie ©e&ne gefdttt)/ ben 
SKing ; beim Slmge be$iefcen ßcfc bte fleinen 3MHaben r, 
d unb p auf bte innere ober Heinere perip&erie. 

<S t n le i t u n g* 2lu$ ber ?e&re ber Äreiiberedjnung ifl 
befannt, bag jicfr ber D : P =100 : $14*.. =: 1 : IM»* 
ttub bie ga&l 3/ H »ttt«* tRaraen *• ($p) betaust 
ijl. Sie Unferfud)ung ber fl6rigen ajer&dltniffe ge&irt 
$ier ntd)t &er, unb obgleich bat 2Serf)dltni§* D : P . = 115 
: 355 t>oCfommner ift, fo bebienenmir unOo* btt ein* 
faseren *• = 3,14 0 <E$ ijt ferner au« ber tfreiSle&re be* 
fannt, baß immer bie Ser$dltniffe 360 0 : W, K:S, P:B 
gleich finb, worauf bie SSerec&nung ber Sogen unb ber 
©ecforen beruhet* 2lu£ ben gegebenen ©tflcfen bie mibe* 
fannten |u beregnen, wirb nun getoi&nU* SBilbe* 
einer Proportion au« eben gebauten 2}er&dltniffen erfot* 
bete, bie i« ba&er einer jeben Aufgabe, wo ti »$t&i| 
festen, beigefegt &abe, unb {toar immer mie ber unbefaun* 
len ©rige anfangend ©oUte nun ba* «nbefannte ©He* 
fic& noefy nic&t gleich au* ber Proportion unmittelbar be* 
rennen laffen, fo wirb auc& immer bat nod) erjl ja ent* 
»idelnbe ©lieb angebeutet »erben» SBer bie 95eredjnunj 
mit Jogarit&men t>erfle&t, ber wirb »Mfen jproportioitw 
fyttmit einfach ju be&anbeln , toer' fte ni*t f ennt fcat einen 
mfi&fameren 9Beg* SBidjtiger ifl aber bie«: bei ber35e* 
reeftnung ber Segmente finb nur jwei ©tfiefe $u gebe« 
nJtfrig, ffir ben ber Trigonometrie t>erfiefrt, unb ba id> 
bie* allgemein bei meinen £efetn t>orau*fefcen fann # fo foU 
gen aueft bie Aufgaben ber Äreteberecftnung, ben trigono* 
metrifefcen aufgaben; »er bie 2rig*fiometrie ni«t »erffefrf, 
muß bei allen Aufgaben , typ Segmente berechnet werben, 
bat er fte ©tief toa* bie na^folgenben Aufgaben al* 
beregnet angeben, alt gegeben annehmen/ »0 er fobaun 
au« o&ne trigonometrie , fa felbfl o&ne £ogarit&men bie 
©egmente beregnen faww SDa* ©egment fettfl ift Immer 

/ 
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bie ©fffemtj eine* ©ectort unb eine* SriangeM, ba&er 
ber ©ecfor |uerft befannt fe^n mu§ ; um ben Sriangel (u 
beregnen fann ben 3lfc&t*2ri$onometertt nur ber |tye$a* 
gordtfcf>e Je&rfafc bienen, um bie |ur 95ere<f)nung eine* 
JriangeW bfenenben Elemente (©run Minie unb£i&e, ^ier 
Sh unb A) |u entwirfein» 

2Bie betannt, i|t ble ©erbinbung ber bier ©rifeit R, 
JÖ, P unb K immer fo, bog au* einer berfelben bie fibri* 
gen brei entwitfelt »erben f innen; bie* flicbf nun fbU 
settbe 12 gormein, Belebe alle au« ben beiben $runbfpr? 
utein D»=P unb R a * — K ent»irfcft »erben f$nnen* 



ben. 


R 


D« 


P 


' K 






R = » 






P:- t. 


D ~ 2R 


2 % 






> P raRff 


PrDr 




d =2 |/z: 


*• 


KrR 3 * 




P* 

K=j- 


p=«vx; 



aufgaben. 



X) ®wbtn D = 4 




P? 


= 12,56 


*) - 


D = 3 ,8 




P? 


= H/93» 


3) ~ 


R=5 




P? 


= 3M 


4) - 


R = 6 




K? 


= «3/04 


?) ~ 


R=i,7 




K? 


= 9,0746 \ 


6) - 


D-3 




K? 


— 7,065 


D - 


D = 0,06» 




Kt 


= 0,00301754 


8) - 


P = 25I2 




K? 


= 400 


9) - 


P = 628 


■ ■ 0 


IM 


— 200 


io) — 


K. = 226,08 




R? 


= 8/48528.- 


Ii) - 


K = 4236 




D» 


= 73/458 


12) - 


Kzr 113,04 




P? 


= 37,68 


13) - 


P = 9/42 




K? 


= 7,065 
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f4) ©egeben P = 24,83 gefudje K?, z: 49/°8 ö 

15) — K = 48,7 — D1 = 7/8764 

16) \ — P =44/09 — = H/0414 

17) — Pz: 286,48 — R?= 45/^17 
ig) — K = o y o4 — P? = 0,7088 

19) — K = 76,83 1 — I> ? = 9/88 

20) — P zz 0,046 — R? z: 0,0073 

21) — R z= 3 ferner W z: 45° gefudjtB? =22,358 
£>fe tptoportion (ur Wfung tiefer Slufgabe ifl: B:P 

= 45° : 360 0 bafcer P er(l au« R beregnet »erbe« 
mug» 

22) ©egeb* R=5 ferner 3-705 gef« W? z=8o° 49' 40" 

W : 360° = 7,05 :P alfo P au* R berechnet* 

23) ©egeben P=48 ferner W=6o° gefudjfB? =8 

B : Pz: 6o° ; 360° , P btreit* gegeben* 

24) ©egeben Pz^o, B=8o gefugt W? = 3*0° 
AS) — B zz 16, Wrr24° — P?z:24o 

26) — Kzr226,o8 ferner Wz-40 0 gef* 6=5,9208 
B : P z: 40 0 : 360° ba&er P au* K beredter* 

27) ©egeb* B = i4,i ferner Wz: 24 0 gef* K? zr 3561,484 

P : 14, 1 zz 360° : 24° unb au* P aWbann K berechnet* 

28) @egeb*Kz:i476 ferner Bz 10 gef.W?zz26° 26' 24'' 

W 1360° =10: P, unb P erfi au* K gefudjt* 

29) ©egeb* Dz: 4 ferner Bzzi2 gef. W? 21343° 56' 24" 

W:36o°z:i2;P, unb P au* D juerfl gefugt 

30) ©egft* Dz4 ferner Wzio° gef. B? zzo,34888«o 

B:Pzrio°:36o°, au« D erft P gefugt 

31) ©egeben Kzz8o ferner Wzr 20° gef* S? z: 4,444^ 

S :80Z: 20° 1360° 

32) ©egeben Kzzso ferner Bzr 4 gefUdjf S? =10,095 

S:8ozr4:P unb P erfl au* K gefugt* 

33) ©egeben KZ7 ferner Wzz 120° gef; S? z: 2,333«*' 

34) — Kz6 — Bz6 — S?zz4,i66i*** 

35) — Pz:i4 — Bz:4 — S? zz4,4586*** 
S:Kz:4:i4 unb K erfl au* P gefugt 

■ 
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30 ©ejebett P=ioo ferner Wz: 15° gefitzt S? =35,174 
S:Krri5 9 :36o° ba&er K au* P ertf gefucfct 

37) ©egeben Drrii ferner B = 8° gefacht S? =2,1107 

S:Kzzs°:^6gP, au* D erfl K gefudtf, 

38) ©egebeu Dz: 15 ferner B=4o aefudjt S? =149,99 

S:K=4o:P, Kunb P erfl au* D gefugt 

39) Sieben S s 60 ferner B = 1 ^° 0efud>e B? =5/6035 

B:P = S:K, e* mug atfo erfl P unb K gefufb* 
»erben, unb jtoar K:S 1=360°: 15° unb au* K 
aWbanu, P berechnet* SIud> Hnnte man fagen: 

au* ber le&ten Proportion i|I K = — - 1 = 24 S, 

unb nad) ber gormel ift P = 2VTu, ba&er bfefl 
SBertye fubjlituirt in obige Proportion , bfefel&e 
*>irb B^V^Tö^ S:24S ober ß : VJ73^ = 
xx 12 

40) ©egeben S=3o ferner 8 = 7,5 gef, W? =53° 44^1" 

3n bfe Proportion 8:KzB:F fefce für K bie %*x* 

mel ^ fo wirb fie8:~ = B:P ober S : ~ =B; 1 

ka&et Pz-^- ; $at mau P fo gefunbep, fo fe&t 
man: W:$6o°zi7,5:P* 

41) ©egeben S=4,4 ferner Kz 8c gefue&t W? =19° 4R' 

W:36o° = S:K 

42) ©egeben S=2,2 ferner B=io° gefugt K? =79,2 

43) ©e§eben S = 10 ferner Kzfo gefuc^e B? =^,544 

B:Pz=2o:4oo alfo erji P au* K beregnet. 

44) ©e$eb*K=7,28 ferner K=4,49 gef. Rg? =2,79 

45) Rg=i8,24 - P=i7,6 — K? =6,422 

46) — =16,21 — k = 4,3 — K? zs 20,51 

47) — k=6 /5 — Rg = 4,8 — D? =3,7932 

48) — R=5,7 — B=6o° — Sli ?=5/7 

Sg? =2,9347 

49) ©«8*** P =M* fetnet 8=1,57 gef* Sh? =1,5 unb 

Sg? =0,2033 
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50) gegeben D= 5 o ferner B=6o« gefn*t Sta?=i 5 ni* 

* ' * Sgl = 20,335 

S:K=6o°:36o' atfo K au* D |ner|e gtfudjt, »Ott 
S ba« & fubtrabirt, giebt S?, 
6l ) «HA D=2,4 fer»»cB=t 2 o» fl ,f»^A?=o^« B b 

< 3 ) ©egeb. K=28,2« femer B=3,i4 gef. A? = i, 5 «nb 

Sg? = o,»i 

53) ©egeb. K= 176,825 f«rnef W=6o° gef. Sh ? =7,5 u. 

*ö ©egeben P = 6a,8 ferner W=6o° gefugt At =5 unb 

S*? =9,033 

55) ©egeb. R=3,2 ferner B = 3,349 gefutfctSh? =3,2 an» 

56) ©egeb. D=4,6 fernecB=79° 20 gef. A? =2,0014 n. 

S?? = 3,3315 

57) ©egeb, P= 138,16 fern. B =22° gef. Sh ? = 8,3954 »♦ 

Sgl =2,22 

58) ©egeb. P=i5,7 f«ner B=46 e 48' gef. A? =2,249* 

8. Ss? =0,2732 

59) ©est*. K= 28,26 ferner B= 8,84 gef. A? = 0,29014 

«.Sg? = !2,394 

60) ©egeb.K=i2,j6 ferner B=6,28 gef. Sh?= 4 unb 

Sg?=6,2g 

60 ©egeb.R=5 ferner B=i6« 14' gef. A 1 =4,9499 u. 

Sg? =3,4943 

62) ©egeb. R=4,5 f«ner B =9,4* «*f« Sh? =7,794 »nb 

S*r =12,42675 

63) ©egeb. A = 13,5 ferner Sh=5^4 ft«f- K? = 595,15 «♦ 

S? =0,912 

3lnmerf. SJon t>er 63flen Aufgabe abwdrt* Annen bit 
Slufso6ett nat bur<b Srigonometrfe getöfet werten, 
«Ott 48 bi« 62 aber, »te f*on gefagt, auch ebne bie* ' 
f«lbe, wen« Die erffc ber gefne^een ©rtfen aW Up 
fannt angenommen »»rb. 
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M) ©csc6*K=3,i4 ferner 311=0,524 gef* W! =30° *z ( 

u*Sg? ==0,01201 

65) ©egeb, R=5o ferner A=4o gef. W? =73° 44' und 

Sg? =407,7 

66) ©egeb* Sh =4 ferner R=7 gefugt A? =6,705 ueb 

s S?=0/773 

$7) ©«$**♦ A=»7 ferner Sh= io,8 gefuefct S? = 149,44g 

68) — K=6,a8 — S =0,52972 — Sg? =0,02403 

69) — 8=56,756 — R=i4 — Sgl =3,092 j 

70) — K=*54>34— ^=0,87042 — Sg?«=iii,546 

■ «■ 

IV. Sfnatytifc&e Waa&en, 



Sie nadtfolgenben Aufgaben, flc$ gr6gfenff;eU3 auf 
bie regulären $otygone bejiefcenfc (»emt anefc tiic^t au*» 
fcfolugli*), »erben für »eben I5$6ar fepn, ber ble, in 
btn brei frfl&eren Slbfönitten enthaltenen angaben getöfet 
$at; benn fte erforbern ©leidjungen, inbem bie unbefami* 
fen onb befannten ©rjgen in i&rer SJerbinbung unter ein* 
«nber burd) @IeW)ungen gegeben finb, fte bebnrfen ber 
Trigonometrie, »eil Signren berechnet »erben unb alfo 
auf Triangel juröcf geffi&rt »erben mfiffen , unb bie jfreifc 
ierecfcnung i(l nii&t minber erforberfiefc , »eil regutf re ipo# 
Ipgone nur in ober um Steifen befielen. Dag enblicb bie 
»Stögen Senntnijfe au* ber niebern ©eometri* »oranfc 
gefe|t »erben, »erjle&t ftcfc t>on felbjf, unb eS finb be&er 
in »ortommenben §Sßen, »0 man fttfc auf biefelbeo 6eru# 
fen »irb , »eiter feine näheren (Erläuterungen n6tftig« 
SRur einige aufgaben, »ie $♦ bie erjlen, Wunen «u<& 
o$ne Trigonometrie gelifet »erben, unb finb ali €inlci* 
lang ju bfn folgenben an|ufe&en* Ueberbte* »irb bie 
»eefaung mit «ogaritfjmen tw>ratt*gefeOt, i&rem gasten 
Umfange na$» 
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lfle Slufg att* 

©er Sn^alf I unb ber Umfang U eine« Siebte« ftab 
gegeben, man fott bie ©runblinie unb £4(>e beffelben finbett« 

Stuf lifund fep bie ©runblinie =x unb bie 
jg>e^e = y / fo bat man, laut Aufgabe, .bie @lei$ui!gen 
t) x y = I unb a)2x + 2y =ü. 3tu* ber erflett folgt 
flxyt=2l unb au* ber {Metten folgt 2xy + 2y* = Uy # 
beibeoon efnanber fubtrafcirt, lägt 2y a = U y~aI, ba&er 

yi_L y= _I tt nf>y = ^^ j/^f— I (aMberS&e* 

orle ber unreinen quabratifcfyen ©lei^ungen), 3lun if{ 

x=y leitet» tfnben* — 3* 95* e$ fcp 1 = 24 «ab XI 

= 22, fo ijl y=~ + l/^ 2 -24=5i^> r ^5^==5j 
+ i/^=5t + I=8 ober 3, toorau* x=3 ober 8 er* 

Siebt« (3»bem e* t>iOig gleic&gflW« ijl, ob x bie £4$e 
•ber ©ranblinie genannt toar.) 

2tt »ufgabe* (gfg* 8«) 

€in Jfrei* (at einen £al6meffer = 17 man fott eine 
beftdnbtge 3a&l enwiefeln, toomit man ivju mulfipUcireis 
bat, um bie (Seite eine*, bem Areife tooju r ge&ärt, glei» < 
d>en gleicfyfettigen Triangel* |u ßnben» 

3lufl v 4fung* €d f€9 Jriangel ABC gleicftfeitig unb 
bie Seite glei« a, bie£*(e AD = h, fo ifl 

bafter h ss Vj* 
©er 3ufraft I be* Sriangel* iß 
= AD t BD = h.~=^-V 3 # -=^-V3 = I unb 

€in Are« beffen, £a(bmefitr = r ift aber = f**/ un* 
blefer Ärei* fod na* ber Aufgabe =1 fepn, ba&er 
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SDe*megen ift ««« 2 ]/y^ bte gefugte beftinbige bie 
«im fo in 3^1*» gtfttc&f wirb: log *• = 0,4969296 

log V3 = 0,2385606 

log j/^== 0,1291845 

log 2 = 0,3010300 
log x = 0,4302145 

2>te ttnbefannee 3a&l felbji ijl ba$er = 2,6928.^ 
§• 55* ber SXabin* r = 46,7 fo Ijl log * = 0,43021« 

log 46,7 =fJt/699* 1 
log a = 2,0995314 

«nb a= 125,75» 

»nmerf* SSeim SCuffud^en ber 3a&ten ffir gefundene 
togartt&men »erben Immer bie nädjft Heineren f oga* 
rit&men •** We »a&ren angenommen , wenn ntc^t bie 
©enaulgfeie ber Slnfgabe ben ©ebroud) ber fropor* 
t ionatt&eile n Jt&ig mad)t ; wenn aber in ber gortfee* 
jung ber Steckling, ffir eine fo gefundene 3<W 
ber ben £ogarit&rau$ bedangt (wie in eben gehabtem 
SJeifpiele), fo »irb nid)t ber 2ogarit&nn ber Safcln, 
fonbern ber toafrre gefunbene genommen* 

3*e Aufgabe* 
SBie »er&Ält fi* bie 9>erip&erie eine« «reife* jornUm* 
fange eine«, bem «reife gleiten gletc&feitigen Sriange»? 

2lufl5fttttg* Äle »eripjcrledne* «reife« i(l==ar » 
«=6,28 *r; bie ©eite be* gebaren Triangel* aber na* 
ber vorigen Aufgabe = 2,6928 *r, ba&er fein Umfang 
= 3*2,6928*r=8,o784-r Met ber&a« M 

p ; u = 6,*% ♦ t : 8,07 84 ♦ r 5=5 ^8 : 808 = 157 s 202* 
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* 

3 n fa(« Sßimmt matt bie* 33er&ältniß al « DoDfommett 
an, fo geben bie j?eettnbröc^e fafgenbe 9Ml)erung$*er(>ält* 
nijfe: P:U?=i:i=3;4==9:7* 

anmerf* £>a tiefe aufgaben ben anfinget jugleicfr s 
In ber 9Se&aiiblung ber öerfd)febenen 9ied)nungatten 
unb beren anmenbung tiben füllen , fo toerbe id> mt<& 
- ber a6Mr|ungen bie fie barbieten, »ie bei ben 
Proportionen u.-f*t9. bebienen, unb t>er»eife auf bie 
£{>eorie biefer Je&ren, um ba* 3?4&ere barfiber nacf)? 
|ulefen* 

3ufa$. au$ ber ©eometrie tft befattnt: i) baß un* 
fee aOen gleichnamigen giguren bie regulären giguren bei 
gleidjem Umfange ben größten 3n&alt fcaben, barauö folgt 
2) baß biefelben bei gleichem 3«&atte ben Heinsen Umfang 
$abetu 3) Unter aDen regulären Figuren bon *erf<biebener 
<Seilenan|o&l, bat bei gleichem Umfange biejenige ben größ* 
ten 3tt&att, ©eld>e bie raetffen ©eiten fcat/ unb bafcer 4) 
|>at Don aDen regulären giguren, bie gleichen 3«M* Gaben, 
ben fleinflen Umfang biejenige, weiche bie meiflen ©eiteti . 
$au — 3n unferer britten aufgäbe umrben bie, in £in* 
ftcfyt ber @eitenja£l am meiflen t>erfd>iebenen Sßotygone, bai 
Triangel unb ber $ret* in biefer Sltirfffd)t berglidjen, unb 
e$ fanb fUfc, wie e* fepn mußte, ber größte Umfang beim 
Sriangel* 

©iefe Slfte »erben toir and) bei ben folgenben auf* 
gaben t>or|tlglic& in* auge faffen* 

4te aufgäbe* (gig* 9.) 

au$ ber©eiteS eine* regulären neett, unb bem 3ta* 
bin« r be*, um baffelbe betriebenen Äreife«, ben3n&alt 
I be$ gebadjfen $olt;gon* $u ftnben* 

, SUflifung* SBenn AB== S, AO = r, fo ift 

4 4 

. 3 

* ' 3 

1 ■ 

% 

■ ^ 
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nun «|iAAOB==Ac.oc==-.^iEEE=^II!El! 

2 2 4. 

6olc&er £Wangel fcaf bie reguläre §igw aber n, ba&er 

fff I = y V^rsT= — V (2 r + 5)(2r~S) 

Stnmerfung, ©<* buwl) r ttttb n fc&on S bejltntmf 
ijl, fo fann manntet wi&ffi&rU* n, r unb S anne&men; 
ble folgende »ufgabe jetgt bie$ bejllmmfer* 

5te Slufgabe, (gtg*9*) 

Su* ber Qiitt S eine« regulären m&i, beffen 3n$aft 
|tt finben* ' 

SlufiJfung* 35ebeutet aud> frier AB bie 6eite =: S, 

f> 1(1 Z. AOB=~^ unbZ_AOC=^; bufenSBmfe^ 

ben t»ir in biefer unb in bm folgenben aufgaben oft ge* 
brauchen Herbert, tteüen tt>ir ein fflr aOe Wale v nennen; 
a(fo AOC=v. Kurt fcerfcälf fftf>: OC: AC=cos v:«inv 

amv sint \ sin smt ' / 

S.COtV S' 2 rotv 

=tst 5 AAOB = oc - AC = t^t . un,> MeffP * rt » 

»n^l &at ber 3n&alt be* neef* *> bager I=^- c — . 
3* 33* 2Ba$ beträgt bec Snfcaft eine« regulären 6ie6en* 
eett, Kenn ble 6eite= 12' iji? SBfnfel v=— «25° 43' 

7 

(nur etwa* ja grog% 

log S==log 12=: 1,0791812(2 r 

log 12 2 = 2,1583624) 
lo£n = io£7= 0,8450980 > abbirt, 

log cotg v = logcotg25° 43'= 10,3172902 ) 
log n S 2 cotg v = 13,3207506) 
log48iat=log4 + logfint = 10,6020600) fWffpfclrt 

log I = 2,7186906 ba&er 
I = 523/22 □' 
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gcrncr: 5Ba$ f|t I, nxjttt öä^wä ««346,7 ff!? 
Antwort: I = i348i/8. (10^1 = 4,1297504) 
3ufa$ u 3f* "=4, fo ifll Der 3n^.alt efne*&ua* 

fcrat*, mu§ «Ifo « 2 fVpn«. Sei 11=4 tjl Z.v=45° 

bie cot = »int ifl; unfere gormel feirb fcafcer 

_ ns 2 cot v * 4.s 2 . sint 

I = Ts7n-=T^r =B e * ff»« «ml. 

3« f «6 3fl &*r Umfang = u uni> tu 6ef*enja&l 
gegeben, fo iff . = -, bafrer T = T ^=-.unD ^ 

I =7- COt T. — =- — 7— 

4n sint 4. n. sint 

3ttf«ft 3* Unfere gormel för I führe aucf) au* 5er 
Herten Stafgabe enfmicfett »erben f innen, »enn man r 
autf s unb n mürelfl Z. v berechnet tftu, unb j»an 

AO:AC=»int:«nV batjer AO = r=i^ 'V 

(/' asinv 
Da AC= — j. £$ tt>ar nun in bn Herten 8ufgate 

I = T V ~* r2 - s25 W f ir * W"« 2B«*& defekt, d i«(t 

4'"\4«in*» «» v 2 / 4 r[ ' " s ;„ v a 1 
♦ K V, ,in J 4 f\ sint * ^ 4~ * ""äÜÜ"" "rüm"*' 

CeraDe wie in toief*r Aufgabe gefunben.., 
Slnmerf. 3« f%e biefe, unffreitig ffo flf re Stoffe 
fang nur Der Uebung toegen in €ntn>fcfe(uns Der gor» 
wein an, unb um ju jeigen, »fe man oft fefyon in «i# 
nergorm Den Stirn ju einer neuen M, o$ne neue 
SBege |ur @ntmi<fetong Derfelben <in|uf«Iogen. 
3ufa$ 4» Wai Die Sere^nung Der regntören 35a* 
Itjgone um einen fätii, in^inftyf Dfefer unD Der vierten 
Aufgabe betrifft, ifl »o&l äberffäfftg na*$er ju erteilen, 
Da fty ;ebeg reguläre Döingen um einen Greife on* wie« 
Der in einem «reife! Deftnbetj Der «Sabin* eine« Streife«, 
ip lugleitfr M %ot$e»a für Da* pofegon u m Den Jtrei«: 

» v 3* • 
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2>o* »«f M< f<I««*e aufgab* bU* i« anbero £i»fiä)t 
nod) betrad)««. 

6te «ttfgaoe. (§ifl. 9- > 

Sa* Um SKabiu* «in<* Ärtif«*, bie $erhnefer nnb Vit 
gnbal« b« teauliren necfe in anb um ben Äreis ju ftnbaw 

tt«fUf»a|» €« fei) AB bt« ©eite br* festträte» 
netf* t», «ab DE um ben ÄteW, OA=OF=x ae* 
fl ebe». €* wtbilt fi* AC : Aö = «in v sint, eben f« 

r sin v . 

Q C .* AO ss cos v : sint, »orauS AC = - sint wo 



r -COS V , . » a 

»int 

rsinv rcosv r 2 sin v. cos* r r 2 sm 2 v 

aAOB^AC.OGä— .-ST»—. St— ~ 2 sint 
£ 3nbem >j^ «/«ttar* sinvyosv 

^ sin av. sint flÄt ,j e ^ot^Ott fcat frU&et 

fttawl n, tat« I =^-==^t ffr *«* «I* 
lare ned im Ämfe, 

gern«: Da AC= r -^ fo I* AB«lÄt*Hr 

*• . . - 

4 itn sinv 

Umfang V ==—„—♦ 

«Eben fo »efbdlt ftf>: DF:OF=rtangv : sint, »rtjo» 

DF = L^5* ; „*„„ ^ aDOE==DF«OF=s— / nnb 

sint 
nr 2 taugv 

Subito} iff ü «^^F » ie »«* DF ^ I« 

• 's. 

7tt 3lttfg<i&e. 

SMe tyerip&ftie De* Äreifc* tr»$ottometrlf# 8* RÄtf 
al* misltcfr ^ #n*en, eben fo fcett ffrei*. ^ 

5lttfl4futtg, mrad>M n>tr ben JfreiS au* W 
al* tin regulär«* ^elpgPtt »<m ttnenbUd) *tele» 
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9 

ober bo* bon einer fcrbeaf?nben ©ettentöM, tirtb beredten 

nun na* ber berigen Slufgabe bie f eriweiet f*W>er $o* 
tygone bie »ir un* am unb in bem Äreife Dorfletten, fo 
liegt bfe $eripl>erie ba|tolf*eB, unb m«f in toten erflett 
SDejüttaUteßen biefelbe fe»n,, bi$ tote toeit bie SUrtbrficfe 
fir belbe Perimeter in ben formen a&erelnfliramen* SRait 
, lieft me frieret ba* reguldce 648000 <&K, toeil fcierbur* 
jL v = 1 @<cunbe toirb ( 1 8o° = 648000' ), fo ifl na* be* 

gormel TJ »° r= 1 bebeute 

. ' log 2 = 0,301030* 

' log 648000= S/81 15750 
log «in i" = 4,6855 749 ^ 

log sint = I Q/ 

0,7931799 

4>ierjtt geWtf bfe 3«W 6,283185* « welcfre alfo mit r 
muUipliitrt »erbet* raug um ben $erimeur *u befommen, 

6.283 1 85 # 

ober ber Dttr*meffcr wirb mit -^— = 3,14159* mul * 
tiplicirt, 

gär ba$ reguläre 648000 um ben JfreiS, & ie gotmtf 

a«W |4 l(t 1 0 £ Ä _ Q/ 30T03.00 
sint 

log 648000= 5,8115750 
Iogtangi' = 4^855749 

IO/798I799 
log sint = IQ, 

1 ' 0,7981799 

bafcer n>ir ganj btefet&e £a$l 6,28318? toicber erhalten, 
Slnmert Diefe 3a&i för bie SPeripfjerie öenotmmn, 
(limmt felbfl in ber legten ©iagonalffrfle auf* gcnaucffe 
mit ber bei ber Äref$fcere*uuR3 angegebenen tyttl* 
f&erle* 

»ebienen toir un* nun jur g5ered>iwn$ beä Äreife« 
ber gormel I =^~ I (6t* 2lnf 9 a&e) fo ffl 2 v = 3» unb 
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log ttoVs 4^66049 ) ) SBennrss 1 an# 

log 648000= 5,811575° ) ) genommen »leb* 

* 10,7981799 : 

log 2 sint e= 10,3010300 

0/497H99 *W Me Sa^t 3,i4i59*^ 
ge$*rf , bie thermal* ganj genau ben Jtret« giebt, »eil 
pe bie 3a&( «• unb jugieid) ber Äret« fär ben £albmeflFer 
= ilfl(K = r*r; ftefte bie gormein |ur jfrei«ber*cfr# 

€« »Ärbe flberfTufilg fenn, ba* reguldre 648000 €cf 
um ben Sveit nocf) berechnen ju »oBen, ba bie gormel 
frierftlr na* ber 6fen Slufgabe (für biefen befonberen g«H), 
fcafielbe geben mug, benn tang i' = sin 1", unb tang i* 
= 2 tan ff i" (bei fe&r Keinen ffiinfefn »ie 1" i(l), be«* 
&al& Gebt 0$ bie 2 im Jd&ler gegen bie im SJlenner, unb 

bie gormel 1=^^ mirb fo m aü n -^= n ^^Z 

2 sint 1 smt sint 

3lu« eben biefem ©runbe aber, fcdtfen »fr au* bei ber 
eben beregneten Aufgabe föim flatt sin 2v nur sinv, 
unb (laet 2 sint nur sint ja nehmen brausen* Sa§ bieg 
fe&r feine ©renjen lyat ifl befannt, unb ber S&eorte «a<f> 
t(l nie «in sa = 2 »in a, unb bei grjßeren SBinfeln felbjl 
ni*e einmal in ber ^tatf« »afrr* — 

8fe Slufgabe. 

SBie *er$dlf Ü<S> ber Perimeter eine« reguldren 3lc&fe 
ecf* in einem Äreife, jur tperip&erie beä Greife« unb jum 
Perimeter be« regulären äc&tecf« um ben jfrei«? gerner 
fott ba« 3?er&d(tnig biefer brei gldc&en gegen einanber gt* 
fitnben »erben* 

SiufUfung. 55er Stabiu« be« Äreife« fann gerbet 
gleicfr 1 angenommen »erben, ba ba« gebaute 9Jer&dltnf§, 
bei jeber anbern 2lnna&me t>on R baffelbe bleibe, — 35e> 
fragten »fr nun bie, in ber 6ten Aufgabe gefunbenert 
gormdn ffir bie «Perimeter regulärer Polygone in unb 
um ben Äret«, fo (aben »it in gegenwdrtigem gatte, »♦ 
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beibe Sl^tecfe finb , nicht nothig fh |*; berechnen, benn 
feie gentuta jeigen be uflich , bag »ennAv obern In beb 
ben biefeiben flnb (inbem bte ©leicb&eu einer biefer ©ro* 
gen, bie ber anberen fd>on mit fleh bringt), fleh betbe 
Perimeter wie bie ©mufft ttnb Sangenten be* C v bet# 
halten* ©ttcht man nun in ben tafeln fär^.v= 22i 0 
bie ?og* bc* ©inuffe* unb ber Sangente auf, unb tytu 
fär ferner bie jngebSrigen Sühlen , mit ber SSerfid ficht** 
gung, bag ber Siabin* Wer = i angenommen ift, fo er* 
hält man ba* »erbiltnig beiber Perimeter wie 0,38268 
: 0,41421* — «Jollen wir aber jefct ba* SBerbältuig ber 
{Peripherie be* «reife* noch laut aufgäbe ^ntufugen, fo 
ift biefelbe ffir R = 1 boch =6,28318/ unb bieg f*eiwt 
ungereimt mit jenem äJer&altttiffe ber Perimeter ju fepn; 
aber e* wirb flar, bag wir jefct bette ©lieber beffelben 
mit 16 multtpliciren müffen, weil jene gormeln im^Äbler 
«od) ben gactor an bei fty.ftatai * ep jefct, "Wenn »om 
ganten Umfange bie Siebe i# (ba bie ganfe Peripherie be* 
«reife* ja an* genommen wirb), allerbing* betrautet 
»erben mug, nnb nur Dörfer, wo er ba« ©erhdltnig ber 
Perimeter felbjt rtidjt inberte, wegbleiben fonnte* ©e* 
flieht nun bie*, fo erbalten wir jum SXefulfate ba* 2ier# 
bdltnig U:i' 111=6,62736 16,283 '8: 6, 12288, welche* nach 
belieben t>erdnbert werben (ann* 

3ufa§ >♦ !Dag bie Peripherie be* greife«, tti4* 
bie mittlere proportionale jwifchen ben Perimetern ber 
gleichnamigen regulären Polygone in unb um ben $rei* 
ijl (wa* Anfänger oft gern annehmen wollen), fonbernge* 
ringer al* biefe, fann man au* obigem gSer&ältmjfe leicht 
fe&en, benn fenjl mugte bie Summe ber togarpt&men ber 
dugeren ©lieber (welche = 1,6082963 ifl), gleich fepn bem 
boppelten Sogar* be* mittleren ©liebe* (ift = 1,5963.190)» 
ferner iji ber halbe Sogarithm. jener ©umme =0,804148* 
al* Bogarpt&ra* ber wahren mittleren proportionaOtnie noch 
immer griger al* los 6,283* 8 =0,7981795/ baher geh bie 
Peripherie wie erwftjnt , bem inneren Perimeter nÄh«*** 
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2BaS nun ferner bie gldc&en jener «Polygone unb bett 
tfrei* betrifft, fo fonn man ^ict m<f>t fo abgeförft wie 
Derber »erfahren; berechnet man jebe fär fldj> (wie ein 
SBeifpiel ber 7ten Slufgabe für ba* ^potygon Im Ärelfe ge* 
ictgt fcat)> ebenfalls naeft ber Slnna^me R = i, wofür 
ber ÄreW = 3/i4*59 »irt (Ks=R* *- \ fo wirb jene« 2Jer* 
&4ltni§ : I : K : i =3,3 1 370 : 3, 141 50 : 2^2842. 

Sufafc 2. ©aß ber jtrei« au* ttfd^e bie mittlere 
1proportionalfl&&e, jwifdjen ben gleichnamigen regulären 
$po!t)gonen in unb um fep (wai bod) nod> immer fct>« 
Kante, wenn e$ aud> t>on feiner «Peripherie nnb ben fpe* 
rimefern nidjt galt, ba biefe finien fid> na* bem 2?er* 
&4I*ntß beS SXabiuS, bie glädjen aber nad> bem Ouabrate 
bejfelben ritfotett;, fonbern fsd) bet §läd>e um nähert 
(feine ^erip&erie nd^rte ffd> bem 9><rimeter in), ifZ &ier# 
au* eben fo bentlid) ju feiert, benn ber £ogaritymu£ be$ 
SProbuct* ber äußeren ©lieber (Summe ber fogarit&men 
beiber ©lieber) ift =0,9718593 waä ben Sogarit&nn bet 
mittleren $roportionaiftöcf}e = 0,4859396 giebt, unb ber 
log K = 0,4971495 ; woraus gebaute Siä&erung beS SreU 
feS einleuctyteub wirb* — 

- 

3tnmer L i» 3e grSßer bie Slnja&l ber ©eiten wirb, 
Je me$r fd)Wtnbet natürlich jene £>ijferenj, unb man 
fann bie Slbweic&ung 6ei febem mäßige« tpotygon 
(wenn eS ndm(id) baS 648000 £cf ntc^t übertrifft, in 
Jg>inflc^t ber ©eitenja&l, fonbern bebeutenb geringer 
ift, bamit bie Safcfo no$ eiuen 2lu$fdjlag geben) 
leidet auffuc&en* 

Sin m er f. z. SKan bergleidje biefe beiben 3ufdße mit 
bem, nad) ber briften Siufga6e genannten* 

Slnmerf* 3* Sollten bie ©emerfungen biefer Slufgabe, 
bie fe&r furj gelofet werben fonnte, wobl fiberftöfilg 
fepn? 
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9** Aufgabe, (gig* 9») 
SBle Derfcalten (Ufr bte Siabten jmeier Greife, in ttefc 
c^ett ein reguläre* nect unb metf t>ou gleic&em Umfange 1 
betrieben ßnb/ gegen etnanbcr? 

3uf 15 fang* SBeun toir jenen, bei Reiben tyolngonen 
gleiten Umfang n nennen, fo ifl'Me Gelte be* necH=~ 
unb beren £dlfte tooHen »ir p nennen 5 eben fo bte Seite 
t>e* med* unb i&re J&älfte fei; q* Gebeutet nun 

y in 

($ig*9) biefmfe AB juerft bie n erf Steife, fo i(l AC=p, 
nadj&er mag fie bie mecf$*6eite fepn, fo ifl AC = q; 

180 180 

Z-AOC tfl eöcn fo toe^feWweife = — unb — ♦ 

^i8o\ 

Slun t>er&df£ flcf>: AO: AC = «int:sin(~^J, bafjet 
AO = P* sint ffir ba* necf ; unb mS eben bem ©runbe 

für ba* mect= qsint = AO+ g* wirb f?$ ba&er 

180N 

) 

»erhalten/ ber Stabiu* be£ necf$:3iabw4 be* mecf* 

^ p ♦ sint . q 4 sint P 1 , q 



• yi8o' 

sin l — 



* CS) - - (*) * CD 



I 



m - 8in 09 

(©eil 95rfid)e ton gleiten 3d&lew fid> wie i&re Kennet 
umgefe&rt *er&alten.) 3* e* &abe ein gunfctf mit 
einem 6etfc*ecfe gleiten Umfang/ fo mdre ba* SBer&itt* 
nij* be* SXabiu* be* gunfedf*: Svabiu* be* <§cd)*ecf* 
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sa 6^in(ip°) : 5 ^(H* 0 ) = 6* »in 30* : 5 ♦sin 36* 
= 6.0,5: 5-0/58779 =3^/95 5 ba&er ber $abtul bei 
fjänfecfl größer all ber bei 6ed)lecf* ift — , 

Jlnmerf* Slu* tiefe Slufea&e tfl fm genaueren 3tt# 
fammen&ange, mit jenem ertönten Jufage na$ ber 
triften 2lufgabe ( * 

lote Aufgabe. • , 

©fe t>er&aUett flcfr bfc Perimeter, unb n>te ble §f4# 
<f>en jtteier, in einem unb bemfeiben Steift begebenen 
regulären n* unb merfc ju einanber, unb tuie jur Speri* 
^erie bei tfreifel unb Greife felbfl? — 

SluflSfung* fSlaö) bitien, in ber fechten »uftaße 
Jereifl entmtcfetten gotmeln, ijt nunmehr bicfe Aufgabe 
leidet ju lifen* €1 fep ber «Perimeter bei netf^U, 
ter bei mecfl^T, fo geben jene $orradn, ba ber fRa* 

2rnsin f — j 

»itt* ja berfetbe ifi, U:T:P = 7i^T~ 

örmsinf — ^ n 8in ( — A msinf — J 

: ilnt t21fJr== H^t : *int 

€1 fep 11 = 7 unb m= 11, fo mirb 

7 .sin2.SQ4i' 5i,"4 # 11 .sin 16° 11' 4 9 " . 
U A r — sint " * ^ t 

= 3/03744 3/09859 2 3/*4i59 = 304 : 310 : 314- 
Die g(dd)e bei ntcfl fcp N, bie bei mecfl fep M unb 
»er Äreil = K, fo trieb nad) ber gormel ber fehlten 

Mi** NtM:K = — II—;— :rtr 

(36o\ . /"36oX 

__e2 msin w 

— 2 «int : 2 «int""" : * :=x 2 /73669: 2,97356 

: 3/i4*59 = 274: 297 :3i4* 
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ute Slufgale* 

©le Seife eine« regulären 9 ecf * ifl es 46,7 , man 
tetlangt bie Seite eine*, bem gecfe gleiten 12 tdi. 

3(uf 16 futt SBenn man ben %n$alt einer gigur 
$at, fo fann man nacft berigopnel, welche bie fflnfte 3luf* 
gäbe ffir ben Sn&alt auf ber Seite giebt, au* wieder ble 

ns 2 cot.v _ , Ä 4Isint 

©dte ftoben, Denn wenn I =-^— r fo i|i — = 

M«b» = a|/I^r; b«3n&alf brtiaectt, beff« ©elte 

verlangt wirb, i|I aber bur# ben Sn&alt M 9ecW U* 
fiimmt, bem jener gleich fepn foll, unb ber 3«&alt bfefe* 
9e<K beträgt ss 13431,8 tobem feirt Sogar. = 4,1297504 
1(1 (fie&e bat jwelte »eifpiel ber fünften Slufgabe)« ©iefe« 
SBertfr in ble obige formet für I gefefct, giebt 
loglss 4,1297504 \ 

log ünt = 10, f ^ _ JÄa o _ 

14,1297504c " * 
log n + log cot v =s 11,6511288 ) 

2,4786216:2 

. • , = I ' 2393105 ! mixt 

log 2 s= 0^3010300 ) 
1,5403405 

i»ojtt bie 3a^l 34,7008 al£ Seite be$ i2ecf$ ge&5rk 

Sufafc* £ierau$ ergiebt fld^ ber Umfang be* 12 tdt 
== 416,41 unb ber be$ gleiten 9«cf* ifl s= +20,35 fo raug 
ti nacfc bem 3ufa§e ber brieten Stufgabe an$ fepn* 

i2te aufgäbe« (gig* 9*) 
SBie grog ifl bie Seite eine* regulären i8ecf<, bat 
einem Greife gleich ifl, too bem Sentrifofnfel ton 40 0 , eine 
©e&ne t>on 10 gujj {uffmmt? 

äufläfung* Uta ben 3«W* M Äreife* ju finben, 
beregne man ben SXabiu** 3(1 nun AB == 10, fo ifl 
AC==5, tben fo Z.A0C = 2o°, ba AOBSS40 0 ijt 
SRun M$&U fid) : AO ; A C ss »int : sin 20 0 , ober 
log AO ss log 5 «■}• log sint — log sin 2b 0 
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— ÄÄ — 

T I 

' 4 

log 5 + log sint ss 10,69*9700 
log Sin 20° ss 9,53 405*7 ' 

1,1649183 = log A O unb AO 

= 14/619 

254 ber jfref* ssr**- iff, fo 6ereefcne man t&n mit iw< 
filmen, den log r = 1,1649183(2 

2,3298366 

log jr S= 0^969295 

log K = 2,8267662 bafcct K = 671,06 
Sie* fott «an |uglei* ber 3nfralt be* i8ecf$ fepn, bafcer 

feine (Seite s = 2 j/THT ( ffe^e bie twtye Stufeabe)* frier 

i(lZ-v = io° ban = i8 i(T, alfo 
log l -f lo# sint = 12,8267662 
log 18 + log cot io° s s 12,00 89537 

0,8178125:2 



0,408906* aWltt 

log 2 = 0,3010300) 



0,7099362 woju bie ©elfe M 
Jfftt(%eett 18 ecf* = 5,12786'. 2Bie verlangt war, 

13** Slufgabe* (S»9*90 
©ne gormet für ein Segment (Sg) ju enfwicfefo, 
5te$ auä bem Slpot&ema (a) unb ber ©e&ne (s)* 

91 nf Ii fang. Um ba$ ©egment AFB ju erhalten, 
muffb«* aAOB t>om ©ecfor OAFß fufctra&irt »erben, 
bafcer beibe erfl felbfl beregnet tverfcen muffen; um ben 
©ector {u finben, t(l ber Jtrei* nJt&ig, unb btefer fann 
au« bem Slabiu* AO gefunben tt>erben, bann A0 3 =AC* 

+ OC*= T +a* = — ili-j nun ifl K = r**- 4 (fo = 
— J -~* SRenne man Z.AOBsv, fo bereit fic$ 

K:S= 3 6o°:v unb « iß S= — = % ^ 

== • ggjTj — L - >Da$ aAOB, t»el$cä fufc ra $i r t 
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werten rauf, i(l=—. « Sg=s=5— * 

(« i +4a a )*<2.— ' s • 

1 ü 3efct fe&tt nur no$ bie 

360.4 a 

«Segnung be* SBinfel* v ober CS bereit fi<& aber 



2 



V 

c* iß _i = — = C0, ~ = cot, — . aber tiefe Co* 

8 * V ^ 



Ö1D 

a 2 



tangenfe f innen wir ntcfef fn nnferen obigen SluSbrucf ein* 
fÄ&ren, fonbern biefer »erlangt ben SBinfet felb(i, ba wir 

uun eben ~ aW cotg Z. ~ fanben, fo f äanen wir ffir Z--^ 

au* fe|en Z.cot£^ b« &♦ ber SBinfel beffen cotg m" 
t(tv ©0 wirb nun unferer obiger 2lu$ brutf föt 



Sg — L . SD« bai erfte 

360.4 2 

Stieb biefeä Slulbrucf* ben ©ecfor, nnb ba* } weife.**** 

Triangel giebt, fo tärje man bie gormel felbfl burd) 93er# 

einigung betber ©lieber mc&t weiter ab, felb(! wenn man 

im erften ©liebe «e 1 bed 3ä&ler* gegen bie 4 im Stowe? 

tum aufgeben fann* 

(SS fep |. a = 4unb s = 5, fo f#f 4a* +» 2 ==89# 
fetner i(l 6,28 unb ^ = 10. Sfain fucfje man bea 

SBinfel, beflen Sotangente = — = y ifi, benn biefec 

SSinfet felbfl mug multiplUiren. Siefen SUtfbrucl wolle* 
wir je^t bar« 8egarit^men berechnen, wobei -triefet w trtr* 
geffen tf!, ba§ ber log«iat = 10 in ben Sabeüen ifi, Wäj 
wir bocfc nac&fcer ben ittge&irigen SBinfel aafftw^en mftffetv 
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cos ♦ sinl 

— : — Mb mt &a6en In unferer gormel 



cos 

eot = — öngenommen, mtyalb wlriumlog| noch ben 

sin 

log sint ju juabbiren &aben* «Run ijt 
log 8 + log »int = 10/9030900 
log 5 = 0,6989700 

log COt*— =10/2041200 

JD*r2Btntel beffen log cot ftleiift, f|l ber SBfnfcI t>on 32* 
(no<& feine SRinute ju ftcin), welker alfo in obige gor* 

tuel eingefa&rt, ba* Sg= * 9 ' 6 '**' 5i -- 10 &Ubtj ($&ttt 
— nod> SRittuettt, fo mÄgfcn We ©rabe fowo&l oben 

»fe bic 560 unten ju Minuten gemalt werben*) 
SRtttt ifl log 89 = i/94939ooj 

log 6,28 = o,7979596> ipMrt 

log 3g =r »#5o5«5oo) , w , 

4,2524996 ' : 

log 1440 ^^£583625 fu6fra$irt , _ _ 

I/0941371 fcferju bfe 3<*&l i£/4* = S 
fWfllid» Sg == S ^ a = 12,42 — 10 = 2,42* 

i4te Slufgabe* (§f8*io.) 

"'"■SbaitrltnjcI'ABC ifl dhWdmmd), BA = BC 
5=7,8 ber Z-B a(* ber intglei** ®infel be* trlaugtM 
1(1 =44° 8'; man fott bie SXabien jweter Äreifc finben, 
wo bie $eripfjerie be$ einen gUid) betu Perimeter biefe* 
£riart9elS, nnb btr anbete Äref* ftf6|i flfei* frem 3«* 
Jolle be* XriangeK i(t* 

äuflöftina* rnaf-tf* ©ranblinie nnb £*&e be* 
$rl«*&«« juerji berechnet »erben, »etefce ledere man ba* 
fcer t>on B <mf AC fdBe na* D v 3e#t serfcdtt («fr: 
AD : \B = «iuZ. AB D : sint, b. K 

AD : 7 # 8 =a sin 22° 4' : sint 
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log 7,8 = 0,89^0946 

log sin 22° 4 = 9 r 5 74824Q 

10^4669186 ■>:' 

log sint =s 10, : . : v r 

0,4669186 fcferju bfe 3afcl 2,9303 
= AD, be*6af* AC = 2 AD == 2*2,9303 = 5,8606, 
folgU« ber Umfana be* Sriangel* =*AB + AC=2i,46o6* 
©e$t man bi** = P, f© ffl bie gormel fflr 6en Kabiu* 

1 « 1 T> P 31,4606 ' 

eine« Äreife* au« ber 9)ertp&erie : R = — = 
= 3,4172 (burcft Sogarit^mett beregnet). 

SRun mttg noc& bie £ö$e BD gefugt Werbe», unb ba 
t>er&4(t fid) : BD : AB = co* Z. AB D : sint ober 

B D : 7,8 = cos 22° 4' : «int 

log 7,8 = 0,8920946 w 

log COS 22° 4 = 9,96696*4 • - • 

10,8590560 - 
log sint = io, i l 

0,8590560 Wju MeJaJI 7,2286=5= »O 
€* fft nun aABC = BD* AD, ba man We 2ogarit&meit 
för biefe beiben Jafrien tat, fo abbire man fie, e* ift 

log BD = lag 7,2286 == 0,8590560 ; • ; 
log + D = log 2,9393 = 0/4669 186 

1,3*59746 

£terju ben 3n^ft be* a = 21,182. Siefer foff nun. et* 
nem Äretfe gleid) fepn beffeu »abiu* gefuc^r »irb , e* i(f 

«6eß R ==- l/JL; nun ffl 

logK = log 21,182 = 1/3^5974« 

0,8290450:2 
0,4145225 

ttojtt bie 3a$l 2,5973 at* Stabiu* be* Äreffe* fce&irr* ' 

3"f«^ Öa&er iff ber ffrei*, beffen 3n&att ba* Sri* 
angel tfl, fleiner, at* ber tfrei*, Neffen $erip&erie ber 
Umfang be* JrtanBelö ift/ 

. . \ ' ... 
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15** 3tufaaSe* (gfflttno unb «♦) 

S5cl einem Sriangd BAC ffab jt&ei (Seifen AB ==40,5 
un b AC=94,6, neb(t bem eingefd>lo(fenen SBüifel A=6i° 
gegeben; man »erlangt Die ©eite eine«, biefem Sriangcl 
gleiten &uabrat$, fo trieben 9tabi«$ eine« Greife«, toor* 
ttt biefe* Üuabrat fcf$rie(en »erben fann> 

SlufUfun* SaOe t>on B auf AC beni>ecj>enbifel 
BD., fo bereit fö: BD : A Bessin 6i°:sint, log AB 
= log 40,3 = 1,6053050 
log sin 6i° = 9/94»8i93 

— ' . ; » ■ , , i , * -, - . 

11,5471243 

■» mm • • ' 1 

log smt =io, 

' • ' 4 

1,547X243 , 

Wojtt bie 3*!)l 35/^47 = BD. - ä ABC = BD. ~ 

= 35/ 2 47 ♦ 47/3 = i667,i83i» £terau$ mtrb bie ©eite 
be$ twrlangfen üuabrat* = V"i6ö 7 ,i83i = 40/83 f e 9 n * 
3len«e man eine« Äreife* 9tabiu* = R, fo i(i bie ©ette 
b*$ XHtabraf« iit btefem Äreife =RV"2 = 40/83 > *e<* 

&al& ijl R = ä= 28,871* 

■ • . i6te 3lufga6e* (§ig< 12,) 
Sei bem SJierecfe ABDC pnb brd Seiten, AC=7,8, 
BD=i4,5 unb CD = 26,9 ne6|t 2 ffiinfeln Z.C=47° 15' 
imb Z- D = 30° 21' gegeben ; wie grogF'ft benenntet«, 
»nb wie groß bec 3n&att biefe^ äSteterfd 

gerner foü maif bie Labien |t>etec Äreiff fiiiben, i» 
toeldjen einen j?d> ein reguläre* 9ed fcon bem fernerer 
biefe« 2Jierecf, unb in ben anberen ein reguläre« 12 e<E 
von bem 3n(;a(fe biefe* SJierecl«, fafdjretbeit laffWw 

Sluflöfung* Sitte bie $erpenbifel' AE unb BF 
*on ben fünften A jrafr B auf bie ©eite CD, fo ift ba* 
SJicrecf in bie beiben Srtangel GAE, B FD unb in ba* 
$araUeUrape| EABF worin EF bie £5&e ifi, jttU»U 
SSirb jebe biefer 3 S15d?en f4r M *W#aef, fo *l* ifr* 

Digitized by Google 




-A ^914 0» 

1 Q Neu*«« 

— ^ 

B 



: «int 



— 49 

r 

(Summe U* 95ierecf* 9Jetra<tee 

CE:CA = cosC:sint b. CE : 
SRun ift log 7/8 = 0,8920946 
log cos 47 0 15' = 9/8317433 

10,7238369 
log «int = 10, 

0,7238369=^ 

gern«: 

AE: AC = sinC: sintb,&* AE: 
<£$ jfl log 7,8 + log sin 47 0 15' — log sint = 0,75798*4 
Wfydlb AE = 5,7277* 

Seim AD BF t>n\)itt ft$ DF:DB = 00530° 21' : sint 
ba&er ttirb log D F = log D B + log cos 30 0 ai' — log sint 
= 1,0973561 baju bie ga&l 12,512 = DF* €ben fo toirb 
nun BF berechnet, inbem BF : BD = sin D: »int unb 

log BF = log BD + log sin 3c 0 21'— log sint = 0,8649009 

t»oju bit 3a$l 7,3265 gehöre* — 9Benn man nun aCAE 
beregnen »Hl, fo ifl baffelbe= — — eben fo ab FD 

BF DF 

= '■ — 5 biefe %uibt&de ftnb leid)t burc^ Jogart^men 

}u beregnen, ha man feie £ögarif$men bec einjelnen £mfen 
bereit* . §at ; 



CE.AE 



BF.DF 



gör aCAE = 

log CE = 0,7238369 
log AE = 0,7579814 

I/48I8I83 
log 2 s= 0,3010300 

1,1807883 

ba&et aCAE = 15,163 
Die «inie EF i(i = CD — (CE + FD) = 26,9— 17,8066 
= 9/°934* 92un ifl ber 3n&alt be$ <para(Mfraj>eje$ 

ABtf E = CEA + BF > EF _ (5,7277 + 7 ,5a6S) 9,0934 
i3,o54a . 9,0934 • _ ^ , n 

= 6,527* . 9/0934 ~ 59/353 

4 



gar aBfd= 

log BF = 0,8649009 
log DF s= 1,0973561 

1,9622570 

log 2 = 0,3010300 
I,66l2270 

»e^alb aBFD = 45,838 
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xr /CnMi4- 1(1 SHeretf CABD = äCAE + 
/£r&tK| EABF = 120,354* 

unb ^ ttttft <m$ Iben Perimeter be$ SBfercrf* ju finben, 
g*gman bie©eife AB berechnen, ju »eldjeiu Snbe man 
^u« A bie AO^CD jie&r, benn nun i(l AO = EF 
= 9/0934 , ferner B0 = BF — FO = B F — AE 
s= 7, 3265 — ^277 = 1/5988 ; unb A B = V Ao* -t- Bo* 

fcs V" 9/ 09Ö4 2 1,5988» = 9/2328» 

Se^e ifl CA + AB + BD + DC — 58,4328* 

V 

Um ben |»elfen fc&eil berSfufgabe ju erffiffen, »offen 
»ir {uerfl ba* reguläre 9?cf beera^rcn beffVn Umfang = 
bim be$ Sterecf* fenn foOee« Slad> ber 6ten Sufgabe ift 
ber 3n&alt e ine* regulären netf $im Gr eife, befim 3tabiu*r 

* I= ="4S- V ' ^^ISS» ««* »« 5t« ■* 

gäbe If! ber 3nfcatt tineS regulären necfä au$ bem Um* 

fange u bered&nef, 1= ^°^ ; wirb biefer 33*rf( fär I 

in jene n o6ercn Wn&bv ud fä r r gefeg t, fa iß 

r a ^ v ;^ b l/^pE ; ber Z. v If* = bem 

&al6en €entri»infel, ba&er Jier= 3 f a = ao° unb av=4o°, 
ftun ifl u = 5 4,4328, ba&er 
log 58/4328 = 1,7666567 (2 

log u* = 3,5333134 
log cot 2Q° t= 10,438934* 

13,9722475 == log u* cot v # 

Sernet log n = log 9 = 0,9542425 (2 

log D* = 1,9084850 

log % = 0,3010300 

log singv == logain 40°= 9,8080675 

12,0175825 = log 2 n a sin 2V 

Siefen togarit$t»u< bon ben bei» ^d&ler« abgejogen, lift 
»3/97^475— 12,0175825 =i,954')65o / unb »eil bie Üna# 1 
btatwurjel auigejogen »erben foff , fo ifl nun t nblicfc 
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— 61 — 

l 0 g T ~jUL — — 0,9773325 »oju bie 3a$l 0,94914 «B 

Stabfu* be* Areife« ge(>$rf , »orin jene* 9etf Getrieben 
»erben Unn. 

3ufa$ 1. ©ie^Jerfp&erie be* frierja gefrSrigen JfreU 
fr« f ff = 59,606 flog p = 1/775*9*0 , alfo toie e* fcpn 
muß, gr*$er al* ber Perimeter »e* 9ecf*, »er« 58/4328 
»an — , 

Slocfc mäffen »ir ben fKabta* be* ! |»eiten Streife* 
berechnen, worin laut Slufgabe ein, jenem SBierecte g(et* 
<»e* reguläre« i2ecf betrieben »erben fann, SRe&men 
»ir »fr ber jene gormel ber 6ten Aufgabe , fo i|l 

r _ J iisint wjf wfe e j en < Bttt , j(W t ^, fr fß nt|tt 

* n ■ & 1 u v 

I felbft befannt, al* = 120,354 = SBieretf j n ift = 12, 
bafcer Z.2V = — = 30 ♦ ©0 »irb nun 
log I == log 120,354 = 2,0804605 

log «int = 10, 
log 2 3= 0,3010300 

12/38I490^ 
log «in 30 0 = 9,6989700 

log 12 ;= 1,0791813 
IQ/7 78I5 »3 

©0 »irb min »er log|/zlSi|l =0,8016696 »ojn ble 3a&t 

0,63338 al« Statin* be* {»eiten »erlangten Streife* geftSre* 
3nf«6 2* Oer Snfrale »e* Streife* ifl = »5,97 
(log K = 2,1002688) , alfo griger al* ba* JBiered 
= 120,354; wie e* and> fepn mug v 

i7*e »nfgabe. 
€* fft ein regntöre* gänfecf gegeben, beffen ©elfe 
= 7/7 *fo man »itt einen Dting (Rg) &ab««/ *ft «W* 
bfefem Stafette, unb bejfrn innere ^erip&erte gleid) bera 
Perimeter eine*, jenem gunfecfe gleiten ünabrat* Ift- — 
SBie grog »erben beibe JDttrc&me fier be* SÄinge* fepn ? 

4* 
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««fM/ttt* S5rre*ne bett 3n$aft be* gebacftfett 
g&tfec«, ber gormel fo W ^ ▼« x f As =j6% 

ba^cr : log • = log 7/7 = 0,8864907(3 

l°5 7/7 2 — 1/77*98*4 
log 5 = o ; d9S97oo 

leg cot 36 0 = iQ/ 3 87390 

12,6106904 

log 4 sint = 10/60 20600 

2,0086304 

£ieriu$ 1(1 ba$ gunfecf felbfl = 102,007* 

Die innere ?perip&erie M verlangten Ülingei fött ftutt 
ber Perimeter eine* Üuabrat* fepn, ba* btefem gÄnfede 
gleich ift; ba frer fofl Q = 102,007 fepn, unb bie eeffe 
S = V 102,007= 10,0998/ ba&er ber Perimeter =4* 10,0998 
ss 40,3992; foU nun bie* bfe «perip&erfe eine* Äreife* feptt, 

fo mug beffen 5Kabiu*=^=^^ = 6,433 fepm Um 

ferner ben Stabiu* beö großen Äreife* }u befemmen, mug 
man ben Keinen Äret* unb ben abbiren, bafcer erfl 
lieber ber fleine Ärei* felbfl au« feinem nuume&r gefun* 
£enen SXabiui berechnet werben mug; e£ ifl nun K=r a * 
»nb log r = 0,8084156 (2 (wf5r b1e£a&l 6,433 gtfuuben 
tpurbe) 

log r* = i,5i583ifc 
log 3fi4 = ° 49 6 > 2 9^ 
log K= 2,i 37608 

£iern«<& i(i Kz= 129,94; wirb nun ber S&htg fclerju abbirf, 
fo tPtrb ber groge Ärei* = 129,94.+ 102,007 = 231,947» 

na* ber gormel iW ben Stabiu* beregnet , fo 

wirb fcerfelbe = 8,59465 ber ((eine Siabiu* war bereit* 
= 6,433 gcfunben* 9üfo finb enbtttfr bie ©urtyneffet: 
D = 17,189* «Hb d = 12,866t 

»r 
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i8te Stufgabe. (Si$. io*) 
f jl ei« ÄreWbogen = B gegeben, ber n ©rabe 
$at; matt »erlangt eine gorroel f5r bte £«&e eine« gleich 
fd>enHi(*en SriangeW, beffen ©runblinie gleid) bem SSa* 
*iu$, iinb beffen Umfang glefcfc ber be« Äfetfe* 

ift, nx^it jener »ogen geb8rt* 

»ufl6f»n0. ©uefte bit qjerWeri« be« ÄreifeS P, f» 
Ift fit = ^? (P : B 5= 360 : n°) t unb Giewu« ben Stabiu* 

»eltbee = - = — = — ♦ © W 1» »«8 W * 
Me ©runblinie M glHctfäenf Heften ttfangej* ftp, beffen 
Kmfm =P=— tf; t $eÄt nwu bie ©runblinie »era 

Umfang ab, ttnb btoibirt ben SXefl burd) 2, (b bar man 
eine bec gleichen ©eiten bc* gUidtftbenfltcben SciangeW, 

36o.B 180 B 
- ■ — — ■ * 

ttelcb* ba&er fe^tt tolrb: AB=s=- % 

^ 56o*B-»8oB _ i8oB(aff— i) _ 90B (2W 1) 

I7n.» an» n31 

90B (6, 28—1) qo.B.S,** = 475,2 B = zB 

(wenn »ir * = 475/» f«*<«0* 91»«» lft BD * = BA * ~ AD * 

/'«BN* ✓'goBN* _ » 2 B* — 9 <> 2 B» » 2 Cz g — 9«») 

—\jr*J — **** **** * 

mn ble ^BD=: }/SS^äi = £ - ^T^> 

^iv"( l + 9o)(2-9o) =~V (475,2 (*7^-9°> 
B B B 4 65,35 

= -♦148,8. (Saut loa«rU&mifefter S&eretftnun«, wo 
ber «03 arifftrau* föt 148/* = V7©8588 fieft ergitbt.) 
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Unmext €< berjle&f flcfo , b«g 2Ln |fer In Qrafcett 
geregnet ifl, ttnb toenn 8Rimiten gehebert toerben, f* 
tnflffeti bfefe erff ju 95rud[>grabe« gemalt »erben* 
3ufa|* €* fet> ß = 84/7 unb Z.n ^ 24 0 15' 

f 0 {( i We ^ e =|.. 148,2 =^*i 4 8,s 

T 

~~~ 97 

JRun ifl log 4 = 0,60206001 

log 84/7= i/9278834( ÄbWte 
log 148,« =3,1708588) 

4,7008022 

10597 = ^98677^7 '* 
2,7140305 

tooju bie 3a&! 517/64 «1* B D 9*&ärt* 

i9te »ufgabe* (gfg* 13O 
3lu$ jttel aneinanber flogenben ©e&tiett AB unb BC 
tftte« Sreife* nebfi bem SKabiu* OB, ben SBinfel ju ftn# 
ben, ben beibe ©e&nen mit cinanber machen, unb eben fo 
benÄbfönitt |u beregnen, toorin biefeSe&nen fid> 6eftnbeiu 
3lufl40*ng* Slenne AB = a, BC = b unb ben 
Siebitt* Bö = r; \U%t bie Labien ÖC unb 0 A, fo ifl 
nad) bem au* bet Trigonometrie bekannten ©afce, 

, (b 2 H-r*— r*)sint b»sint b.sint t . 

cosii. CBO = - = — r = , eben fo 

arb 2rb ar 

* A Slttt 

cos ZLABO = -— ; fat man nun betbe SBinfel- gefunben, 
fo ifl i&re Summe ber »erlangte SEBinfel ABC* — '3. SB* 

tt fep a = 7,5 b=4,8 ttttb r=6, fo ifl co« CBO = 

€6enfocosABO=^ X 

log 7,5 + logsint = 10,875061$ 
log 12 = 1,0791813 
9,7958800 

tferju ge&ärt Z.5i°2o' 



ba&er log 4,8= 0,6812412 

log «int= 10, 

10,6812412 

log 12= 1,0791 8 T3 



9/6020599 
ttoju jL 66° 26' 



golglitf ift L. CBA = 66° 26' + 51 0 20' = 117* 46'» 
QBirb nun Z.CBA t>on 180 0 fubtra&irt, fo bleibt L. CDA 
t= 180 0 — 117 0 46' =62° 14' übrig, toelcfcer berboppelt 
CO A giebt = 124° 28' (t*eil bie ©umtue ber gegenüber 
liegenben äBinfel in einem SJferede im jfreife immer 180® 
betraft, unb t&ejl ber 9)erip&crieftinfel Mc Jg>4lfte be*€en* 
triroinfel* auf bemfelben Sogen ifl). !&a berACBA 
fiumpf if!, fo liege er nidjt in bem Slbfönitte, worin ber 
QRUtelpunft liegt; man fdde ba&er bon O aüf AC beit 
9>erpenbiM OE, um i$n foroo&l wie bie ©e&ne AC |0 
beregnen, bamit man aCOA er&alte, ttelcfte* t>om ©ector 
abgejogen ba* Segment flbrig l&$t. di wxfyilt ftd) nun; 



CO : CE = sint : sin 62° 14' 

logCO=log6=o / 778i5i3 
log sin 62 0 14= ^=9,9468707 

10,7250220 
log sint = io, 



CO : OE = sint : cos $2° 14* 
log CO = log6 = 0,7781513 
log cos 62° 14' = 9,6682665 

10,4464178 

log sint = io, 



0,4464178 

Gierju bie sja&l 2,7952 =OE 



0,7250220 
ttoiu bie 3a^( 5,3091 =OE 
2)ie$ giebt log a C O A = 1,1714398 «nb a = 14,84» 

Um ben 6ector ju flnben, fliege man: 
S:Kz=i24° 28 :360°, e* iflaber K=6** 3,14= 113,04 
fca&er S : 1 13,04 = 7468' : 21600' 
10^113,04 = 2,0532321 
log 7468 = 3/873^043 ^ 
5,9264364 
log 2i6oo = 4,334l537 

1*5919827 tt>ö|u ber ©ector =39,082$ 
M$al% Ift entließ bai ©egment = ©ecfor — Triangel = 
39/°82 — 14,84= «4/^42 = Sg. 9Bie verlangt »an 

■ 

2o|le Stttfgabc. (§ig* 13*) 
3tu* bret ©eiten eine* CierecK im Greife, ne6fl bem 

Stabfu* be* Jtreife*, ben 3n&alt be* Siered* |u beregnen« 
SlufUfung. ÜBenn brei ©eiten eine« SBierecf* im 

Steife gegeben flnb, fo fann man au* tynen unb bem 



SUbiu* bie frierfe Geile auf fotgettbe Htt Beregnen : matt 
leretfrne, weim $♦ ABzza, BCzrb, CDzrc unb 
OArr gegeben finb, bie brel Sentrtttinfel AOB, BOG 
unb COD, tnbemman fagt: 

. AT) (r 2 + r 2 — a 2 ) sint C* r 2 — a*3 «nt 

cos AOB r zz — - — — 

ttnb eben fo bie anberen beiben (Jenfriroinfel ftobet; fub* 
traftirf man nun bie Summe aBer breier Don 4R = 360° 
fo bleibe Z. DOA übrig , unb bat man biefen, fo ijt »ie* 

ber AD = 1/2 r >_ 2r2cosDQA t ©iefe «nie AD nenne 

* smt 

man nun d 4 — SBenn bie brei ©eifen eineä Sriangelä, 
j,35, n, m unb p feigen, fo iß, tt>ie befannt, bie gor* 
snel für ben 3nfcalt be* SriangeW au* ben brei ©eifen allein 
befliramt folgenbe: 

az: JVH;(n + m + p)(n + m-~p) (n + p— m)(p + m— n)] 

ttelcfoe gormel Diel letzter (u be&anMn W M «* »nfang* 
fd) einen migte* SBenben wir bteä auf bie iriangel nnferet 
Dorliegenben Aufgabe, mit SBerfiefßc&tigung i&rer Slamen 
an , fo er&af fen wir : 

A AOB = i^[(a + r + r) (a + r~ r) (a + r— r) (r + r— a)] 
— iVT(a + 2r)a.a,<2P— a)] zz |V"[(2r+a) (2r — a)a a ] 

► 

©anj auf &emf«l&en 2Bt«e fttttet man: 

ABOC= ^V^-b*), aCOD= jV(4r*-c«), 
ADOA = i--/"(4r l — d»), 

4 

folglich bie ©umtue aBer biefer Triangel ober ba* Sie retf 

4 

3, »♦ e*fe» a= 7/ br= 4/ crz8, r= 5 , fo ifl |uerfl 

. (2r 2 — a 2 ) (5o— 49) sint l.sint . t 

cos AOB zz - — rr— = - ^ z=— — / ba&er 

ar 2 5o 5o f 

loj cos zz log sint — log 50 zz 9,3010300, ID0|tt bet 



Z-7S°28' ge&ött; ootBOCzr 



(So — 16) sint _^ 54.süit 
5o 5© 



ttorau* flcfc log cot = 0,8325089 unb £ BOC r=47° 10'; 



ti fcfwieriger ftyeinen ben juge&6rigen SBInfel }u ftnbe», 
toeil flcfc cm negatioer gactor — 14 tmauäbrucfe befinbef, 
unb negative ©rägen feine 8ogarit&men &a6en*), — aber, 
ber negatibe gacter, ifl ein Heiden bog ber <£oftnu$ ne* 
gatto ffi unb bie*, bog ber juge&irige SBinfel ein ftum# 
pfet, unb »war ba* Supplement eine* fpi&enifl, toelcfcem 
jener Soffnu* alf pofftio genommen jufimmt* 3lun würbe 

ber SBinfel, welcher ben CEofttttt^ frätt'/flleicfc 73*4? 

fepn , bafrer Z.COD = 180 0 — 73° 45' = io6 a 15' fft 
Zinn abbire man bie brei beregneten €entrtoinfe(, fo er* 
fcdlt man: 78° 28' + 47° 10' + 106 0 15'=: 231 0 53', folg* 
Ii« Z. AOD zz 360 0 - 231 0 53' = "8° 

3ege »mg bie ©eite AD berechnet »erben/ unb Ift 
fel&ige 



,//* , ar*cosAODN ,// 5o. €0*128° 7 'N 

= vC ar — ^— >v(5°- aint > 



SBenn biefer Sluäbrucf fefct beregnet wirb/ fo barf nidtjt 
fcergeffen werten bog, ba Z-is8° 7' flumpf iff, ber €o# 



rce^alb e$ ju 50 &in$uget&an werben mug; nun ifl 



*) ©afl negative (Srcfen feine fcogarittymen ^aben , $at früher 
mannen ©trett öeturfaajt, bie &aa)e ift aber bcnno$ fo, nur 
mit bem widrigen 3ufa$e: wenn bie *Ba|tfi be* logarit$mifc&ei* 
©pftem« eine j>o|ttit>e 3af)t ifl, wie e$ ber gatt beim SBrfggföen 
©»Herne ijlj ; benno* Woben negatfoe ©rojen in einer togarit^ 
tnifa>n «e^nung nia)ts. SBie $&a)fi »iajttg e* ba$er ijt, fta) 
mit biefer ©igenfd&aft genau befannt $u madj>en, teuftet ein, unb 
leibet »ermtffen wir; ba« ©rimblidfoe hierüber, in ben meiften ma* 
rfcematif*«* «Serien» — Gin Stte&rere* &ierüon an einem OJN 
leren Orte, 



ferner cos COD 



(So — 64) sint — 14 . sint 

So So 



£iet wägte 



finu*, unb bofjer aud) ba* ©Heb 




negatto wirb, 
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l°g ~" „"„'" ' = '/49944*5 

ä S _ 

AD =2^(50 + 31/582) zz V$i,s&i =: 9,0322 ober fdjfed)** 
toeg zr 9» ffienn ftir nun enMIdj tiefe tterfötebenen SBert&e 
in unfere §ormel fdr bat gjierecf felbft fefcen, fo ersahen 
ttir : Sierecf AB CD 

=: | [7^(100— 49)t4V"Cioo-i6)t8V"(ioo--64)t9V r (ioo-8i)] 

=i(7V"5i + 4V"a4+8V"36 + 9ri9) 
= S(7*7/i4 + 4<9,i6 + 8*6 + 9*4,53) 

=5 (49/95 + 36,64 + 48 + 40,77 ) = 12 ^ 1 = 43,85 = htm 
verlangten 3n&att be* 93ierecf$* 

Sufaft 1. Der 3n&al( be* juge&flrigeit Jtreife* iff 
78,5 alfo gröger wie ba6 SSierecf. 
2Uuierf, SBenn Prüfungen biefer 8rf, ancft nidjt 
galt) bfe SKic&tigteit einer JRedjnung beftdttgen, fo 
wirb e$ boc() immer bfenltd) fepn ße anjufieflen, benn 
fcdtte man bat 93ferecf gräger all ben Xttii gefnnben, 
fo todre bie Reinting bod? offenbar unrichtig gemefen« 
3ufa(f 2. Slnf biefelbe 9rt fann w$n ber 3n&alt 
eine* fefren ^potygonä im Äreife gefunben werben, toenn 
nnr ber $abiu* be* juge&iriscn Äreife* unb bie fdmmf* 
liefen Seiten meniger eine (bie fid) «u* b£p übrigen Geb 
ten bon felbjl ergiebt) gegeben ftnb« ©ie gormel bleibt 
ganj bie Wer gefunbene, mit ge&iriger S*rtf*&ung be< 
./3d^er« in £inflc&t ber übrigen 6eitenj ber SRenner bleibe 

aifit Aufgabe» 

Den Kamen eine* reguldren ^olpgon* ju beregnen» 

Slufl 4 fang» 60 leidet unb einfach bie Sifung biefer 
SJufgabe aueb ani ben gormein , bie wir in ber fünften 
tinb fechten Aufgabe fdr bie reguldren tyolpgone gefnnben 
Gaben, ju folgen fcfceint; fo (teilen ftd> bennoeb @^mie# 
tigfeiten bei gegenwärtiger Aufgabe bar, bie tooftl fo leicfrt 

I 
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nicftt jts flberiofnbe« pnb* ©ie Hegen* barfn, bag au« cU 
«er ©leic&ung eine unWannfe ©r$ge entmid elt »erben 
fott, bie einmal al* gacfor, unb bann »lebet al* JDftrtfof 
eine« 23infel*erf#etot, bejfen ©tau* ober Sotangente aud) 
fn ber (Steigung Dorfemmen, unb fca&er au<& unbefannt 
f!nb* 2Bir roo&en, um bie* ni&er |u beleuchten, bte gor# 
mein felbft befragten. 3n b«r gormel bet fflnffen 3lnf# 
gäbe (laben »fr gefefren, baff ber 3n^aie eine* reguUren 

-Ä ns 2 cotv u'cot.v _ 9 t _ t 

Ä ecf« =— r— = - — -7 fep, »eniundmli* * MeGettt 

4smt 4iismt " ' ^ 

180° 

ober u &en Umfang bebeutet, JL v a6er ip fo Diel al*— * 
tafrer unfere ©leit$ung wirb 

n» >cotQ- j n -cotQ-J 
I=i ^1 ~ 4 n.i»t ' 

S* ergiebt fl(& (ierau* 

Ci8o\ 
Vi 

f3ie aber au* jeber tiefer ©leidjungen, je nat&bem nun 
I unb s ober I unb u gegeben ffnb, n ju enttoicfeln fep, 
— bleibt auf einem rein analptifcft * trigonometrifcften SBege, 
W* \i%t »erborgen* — 2Ifle SDlö&e blei&t t> ergeben*, bie 
ttnbefannte ©r*ge n fcter }u enttoicf ein , ba fie teine*»ege* 
t>er Dioffor ber €ofangente ober be* ©muffe*, fonbern 
fce* SBinfel* iß, beffen (Sotangente ober ©inu* genommen 
werben foB* ©a§ aber ber 9lame eine* regulären SPoty* 
gon* ( n ) an* bem 3n&atte nnb ber ©efte , ober an* I 
unb a benimmt toirb, ifUeieftt einjufe&en, ba jebe* biefer 
©tÄtfe mit n t>erbunben, ba* anbere beßimmen* ©entt 
aber irgenb ein SBertfc fflr n angenommen »irb, fo fann 
man aOerbing* fogleidfr fhtben , ob e* ber (toaste i(t, benn 
er mug, in bie ©lei<$ung eingeführt, aud) eine ©leit&ung 
erzeugen* Sie* ftfeint un* auf bie Slntoenbung Oer §4lft* 
rege! bei biefer Aufgabe ju fttyren, aBein au* Don i&r 

fc 4. 
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$a6en »fr fcter fei« tm&nfiiM SXefuJfof |tt ttmrten, 
(fle (anti mit SJort&ett bei ber €ne»itfetang ber ©teicftuna 
asx.sinx angeioenbet werben, »o ber befannfe trigo* 
ttometrifdje ©a$ bon ben ©tfferenjen ber {ogaritbmen 
ber ©inufle u, f. »♦ angetoenbet »erben fann, wenn näm# 
lieb x eine «nja&l ©rab# fepn fod), »eil n eine Möge 
unbefannte 3«W/ **nb feine $njat)l SBinfel bebeutet, — 

SRe&men t»ir nun bfegormel ffir I= --^f-7 wo 2 v=-^ 

2 I sint /3*° 0> \ 

Be5e\t(et/ bor, fo er&alt man ebenfalls r2 = n sinf ) 
»0 biefelbe ©c&n>ferigfeit 

£>a§ 6ei biefen tlnterfuc&ungen immer angenommen 
mt, 1 fen eine, ber gegebenen ©roßen, berfh&tfid) ttm 

felbjt, benn toenn 95* u unb s gegeben flnb, fo ifi n=~ 

»ie leidjt einjufe&en, ba u = ns i|K 

SBirb a6er I, n unb r, ober s unb r gegeben, fo 
lann n enttoicfelt »erben, benn: ffl AB = 3 unb OA=r 
(8*g*9) S^ben, fo fcat man im SriangelAOC auef) 

AC = -S-, ba&er «in AOC : sint = — : r unb e* ijl 

sint s i8o° 

»in AOC=-^- , f ierau« fbtbet man AOC, »♦£oc== n / 
ba Z.AOB ber ganje Senlriwinfel, alfo =— ifl, unb 

n * 

180 

AOC = — ♦ SBie man aber n finbet, wenn I, n unb r 
n 

gegeben flnb, folge no$ niefct fcierau«, fonbern wirb fo 
bettiefen« 3(u6 1 unb a fann man ba$ 9lpot$ema OC 

(§*«♦ 9) finben, tnbem baffelbe = — Hl« 9ldrali* : e* i(l 

ber 3n&alt eine« regulären tyolpgon* im Greife immer 
gleid) einem Triangel, beffen ©runbltnfe ber Umfang beä 
SpolpgonS n, unb beflen £ifre ba$ 2lpotfcema a ifl, ba&er 

I=" unb ~ =a==OC« ^af man auf biefe 8re a 

bm<t)uet, unb fft r au* gegeben, fo folgt aui a AOC, 
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t»a§ p*' »erfjdft: co« AOC : tint = a: r, tetifalb 
cos AOC =5 *~ i|t, worau« Z. AOC beflimmt wirb, 

. r 

180 

«nb mit&in wieber n = ^ folgt* 

©ei ben 95efiimmungen ber gegebenen ©fflcfe biefer 
Aufgabe, fann matt 06er burdjau* nicbt wiflfu&rlicfe ber* 
fahren, felbfl wenn man nur I unb r ober I unb s giebf, ba 
man immer wagen wfirbe, bag n eine t>ermlfd)te 3afcl 
ober n>of>l gar ein 93rud> wfirbe, wa* bodj al* SRame ei# 
ne* Scf* unmäglicfc ifl; bafcer muffen bie ©föcfe bur<fcou< 
fo gegeben werben, wie fie flcft bei einer Serecfynung ffir 
I, au* n unb r ober au* » unb * ergeben Gaben, unb ifl 
gar I, u unb r gegeben, fo mug audj ba* britfe ©töcf 
crff befonber* beregnet Worben fepn* Dennocb &at man 
nur bei ber genaueren Seredjnung $u erwarten, bag Da* 
Svefulfae t>oüfommen eine ganje 3<*&l werbe« SDajfelbe ifl 
aud? n6e&ig, wenn r unb s gegeben flnb* 

60 fle&t e* mit ber Sifung biefer Aufgabe, bfe affcr^ 
bing* nur (Vifen Dorfommen wirb, aber bod) oorfommen 
fann, wenn man {♦ 35. ben Sftamen be* regulären <po(pgon$ 
verloren fy&tte. — SRir ifl burdjau* feine 86fung biefet 
Aufgabe befanne, bie oietteitftt auf einem ganj anberen 
SBege |u ©tanbe fommen fann; j* 95. wenn man ben 3«n 
(alt be* <ßo(9gon* beregnen f*nnte, ot)ne ben 9Binfel ba» 
bei ju gebrauten u* f. w«, bocb fdjeint mir bierju feine 
9lu*|id)t ju fepn, 3Benn e* aber aud> tiefe Stufgabe an 
unb fÄr fi<fr nf$t wdre, bie bie Wfung einer ©leidjung 
wie A = x ♦ sinx (wo x eine Wog unbefantfte Jabl fepa 
raugte), wfinf^en*wertl) machte, fo fommen oft anbere 
Sitte wo fle fftufen gewd&ren fönntej unb wenn e* au$ 
nur bie 9lufl*fung biefer ©leidjung Ware, fo wfirbe bie 
J&eorie föon unenbltcfr burd) fle gewinnen. — Hoffnung, 
fottte id) glauben, wdre taju ba; bennSlnfang* föeint e* 

au* al* fep bie ©leic&ung |* 35* a =5 sin Q~f) mtouf* 



(5$6ar, Affeln fu$t man ben SBinfel befett ©ton* = * 
1(1, «nb finbet lfm »♦ = b°, fo. jjl sin b°s= sinf— ) 

ba$er b°=— ttnb x =— ♦ — 

«Run mag ba* frier @efagte bur$ folgenbe S5eifpiete 
erläutert werben» STOan frabe n =9 unb s = 12, fo iff 

n = 9 ♦ 12 = 1085 Z. v = *p = 20 0 unb 

j n . s 2 . cot v 9 ♦ 12 2 . cot 3o° _ 5i4 . cot 20* 

4 sint 4 sint sint * 

3htn ifl log 324 = 2,5105450 

log COt 20° = 10,4389341 

12/9494; 91 

log eint s= 10, 

2/9494791 = log 1/ 
onb I fm = 890/1826, . . gern« »tobe r = 4^ 

sm 20 # 

= 17,542807* ♦♦ (log r = 1,2440996). ©efefct alfo, e* 
ttürbe gegeben « = 12 ttnb r= 17,542807, fo ifl(§tg.9) 

5in AOC= 2 543807 *' r 8 e f ttn * ftt M^)* 
Sßittl i|t log sint« 12 = 11,0791815 
log 2 ♦ 17/54*807 = 1,5451*96 
fubtra&lrt = 9,5340517 
biei td genau ber log sin 20°, b«(er n=^ = 9 ober 
baä $ofpgon ein $td. 

gerner: e$ fep I = 890,1826 fo tt>f e u = 108 unb 

r = 17,542807 gegeben; fo 1(1 ba* a P ot&ma=i^— 

= 16,48486 (ber log i(t = 1,2170853 )♦ JRun 1(1 cos AOC 

16,48486. sint . fc _ • 

= 17#Sfa8o7 / * eI * e * lo S 008 A0C .= 9,97*9857/ 

180 

|U tofeber Z-ao* ge&irt, unb tt>elc|er n= — =9 giebt* 

SBirb enblic& bie gortrnl: ^~ = u cot^Q ge# 
rtommen, unb fftr n = 9 gefe$f , fo wuf bfefer SBerfß 
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bie ©lei*nng erfüllen , ba ja I au* I^r berechnet iff» SBir 
wollen aber annehmen/ man fe$e n = 10 , fo n>fr5 

4lsint . 4. 890.1826. sint c . . 

1°S ~r" = lo ? 1 ^l45 =ii;393i766; ferner wirb 

log n ♦ cot = log 10 ♦ cot 18° ä I i,488224°* 3« 

grißer mm n wirb, je fleiner wirb Z.^ unb ba&er bie 

Sotangente feit (l grißer, ber gaetor n felfcft wdd)fl au*, 
alfo wirb , je grißer man n annimmt, aucfc ber Sluäbrudf 

n*cou(^), be«fral& «w* f« 1 « Jogarit&mu* grißer; 

ba&er fällt aud) biefer mit ber Slnna&me t>on n$ ba »fr nun 
eben mit ber 3a&l 11,4882240 einen ju großen £ogarit&# 
muö erhielten, fo entffanb bie« au* ber {u großen 2ln# 
na&roe Don n; fegen wir aber n = 8, fo wirb 

log ♦ n ♦ cot (jf) = log 8 ♦ cot 4 2li° = I i,*75238i 

alfo |u wenig, be*$al* 9 = n / ^olpgoit 
ein Sieuned fepn* 

3 uf a f3* ®o fann e* alfo ni<&t fehlen baß, wenn 
man aud) bei ber erften Sinnaftme bon n bebeutenb Don 
ber ' OaWit abweist, man bennoeft baib ben wahren 
fißertfr treffen muß, jumal ba bie erfie ©eite ber ©leidjang 
ffd) nieftt inbert, unb bie {weite &öd?jl einfach bei jeber 
neuen Slnnafcme t>on n gefunben werben (ann *> 



♦) ©eilte ß* frgentoo bie wKfoimnene Sofa»g btefer Stifoabt 
finben, befonbet* in 8tficffid[>r auf bie aule^t geborte gormel, 
fo »fitbe man mi<& mit btr m^xi^t JierÄber fejr erfreuen. — 
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V. ©eometrifße STuf^abett. 

• - 

> 

2)iefe geometrifeften aufgaben Mnnen al« eine fiotu 
fe&ung ber eben ge^a&eett anatytifc&en Aufgaben angefeuert 
tterben, inbem ic^ ju i&rer Wfung au* grigtent&eü« ben 
anatyttfdjen ffieg ne6en bem ftnf&etifdjen einfefylagen »erbe, 
um bie ©ort&efie be« analptifefcen ffiege« $u geigen unb 
|ugleic&> toie e« leidet i(t, nacf>t>em bie gormel fflr bie 
auflöfung gefunben worben, bie eonflruction unb naefr 
biefer ben fpntf>etifc&en ©eroei« ju geben« aber bennoc^ 
unterfe&elt>en jic& biefe Aufgaben toefentiiefc bon ben bort* 
gen baburd) , bag fte aBe o&ne Trigonometrie gelSfet »er* 
ben /welche SSe&anblmtg ein £auptd)aracter ber borigen 
aufgaben, mit geringer au«na&me, war* — 

ifte Aufgabe. 

©egeben ber Umfang TJ unb ber Snfcalt I eine« gleich 

fc&enflfc&en Triangel« 5 man fle&t bie ©runblinie unb $i$t 

bejfelben* , 
Sluflifung* 55a man mit einem gegebenen Um* 

fange , fein grSgere« Triangel al« ba« gleich feitige begrenz 

jen fann (fie^e ben 3ufa& uad) b ** brieten analpttfcfcen 

Aufgabe), fo tfl e«maglid>, bag biefe aufgäbe unmöglich 

»irb, in bem galle namücft, wo I gräger al« ba« gletd)# 

fettige Triangel i(t, beffen Umfang U beträgt* 3Ran (teile 

baber bie «Prüfung ber aufgäbe filgenbermagen an: mm 

S bie eeite eine« gleidtfeifigen Triangel« ifl, fo iji beffen 

3n^tt = ~V"3 5 t(i nun ber Umfang = U, fo iM« 

erff* s-jv * a $er 3n&alt=^V3* SBenn man tiefen 

ffluäbrucf beregnet, fo mug er nadj bem eben ©efagte», , 
gräger al« ber gegebene I fepn, ffl er Heiner, fo ifi bie 
Aufgabe unmJgU«, unb tfl.er i&m gleich, fo «Iba« oer# 
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langte trianget felbfl ein glei«feitfg aj iß ble Stufeate 

tttägticfc, f° * atm u f° * te $ ^ tt *** man ba man wtt 
einem fe&r Stegen Umfange, bo* »enn man »iO, nnr ein 

fe&rl Meine* gleic&fcfyenMicfce* iriangel -begrinjen tann* 

3(1 bie 3fofgabe nun m6glfd>, fo fefce man bie £6&e be* 

»erlangten SriangeW = x, bie ©runblinie = y unb eine 

be« gleiten Reiten ober ©Wentel = s, fp frat man bie 

^ * y 

Reiben ©Uj*««0tn i) 2» + y es U «nb a) ~=s I. 
SJa« ber jwttteit folgt ££=s I a , unb an« betraf« Iii 
8 Ul*f<benfli(&en ScianaeW, f»(«t 

ba&«r Wirb I 3 =— L -= — ^6 ♦ 

U— y . fc 

Sfut ber erden «Meinung folgt ferner: *== — * ***** 

^_V2->Vy+y* mb 48 » = Ua_sUy+y»$ »irb 

biefer 8Bert& in ben Sluäbrucf fir I a gefefct (nimli* ffte 
4« a ), fo er&ält man 

VJ2y2 _ aU y3 + y4_y4 _ U»y»-, a Uyt 
1 16 16 

i6I* = U a y a -*aUy s * 
j^Ier $a6en »ir nnn eine unreine cnbiföe @let*ung, m 
y bie unbefannfe ©räge iff , unb fann tiefe ©leicfcung 
au* fo gefegt »erben *Uy » — U a y* = — nSP »otau* 

U 2 y* — 16 1» . Uy* —81* 

lieber tokb y'^Tu ="7IT ==:y — r = TT* 
Sinn muf y fo getoi&lt werben, baf e* ein Steiler t>ott 

»irb* — ©efct man je$t für U unb föt I erfl i&re 

«Berthe, fo fep U =s 16 unb 1= 12, fo wirb bie obige 
©letdjung y 3 — 8y a = — 7** Um bie $robe min ni$t 
mit aßen S&eilern ber 3<W 7* anketten, fo fefce man 
y = 2 m, £ieroa$ wirb y a = 4 m * »nb y s = 8 m», »e<# 
&al& an« jener ©Wieling je«t Wefe »teb : 8m* -32mV 
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(benn s=^— — — 6 =5) 5 ferner 1 — —=— = 

2 2 -22 



es —72 mb m 5 — 4m* =-*-^; ba mm m ein feiler 
ton — 9 ftyn muf , f* fe$emanm=3, fo toirb 3'— 4.3* 
s= 27 — 36 = _ 9 ttie eä fepn taug; alfo i(t m = 3 un& 

ain == 6 == y $ hieraus folgt x ==y = ^ = 4* 

r b 6 ©er Umfang t|l =2« + y = a*5 + 6 = 16 

Alf» i|i Mt 2ltof««6e «eWftt. 

- * 

*te 9(ufga6e» (gts# 14*) 

©egeben ein £albfre« AiVtB unb fein Dttrehmeffer 
d = AB; matt foD in einer am €nbpunfte tiefet £)urch* 
mefier* errichteten Sangente BD, einen $unf t ftnben fo, 
ba§ wenn man ton ihm au$, nach bem anbeten €«b# 
punfte be* Öurd)meffer* efne$inie |ie$t, ba*®tflrf biefet 
ttnie toelcheö außerhalb t>e$ Äretfe* fdOt, einer gegebenen 
Knie a glei$ fepw 

äufldfung. 5J?an nehme an , ler SPunFe D fep ber 
verlangte tyutift, fo jiehe man bie Linien DA unb CB, nnb 
unter fudje nun feie gigenfchaften ter ganjen finie DA, 
tto&on bai ©tief DC = a feon fotf* SBögte man n»r 
baä ©tief A C, fo toare bie Aufgabe auch griäfef , benn 
atöbann b&ttt man auch Ä D unb hiermit bte Cinie B D # 
aber wie fleh leicht ergtebt, finb bie Triangel ABD unb 
ABC re<btftinfli$, toe*ha!b (ich t>erh4U: AD : AB : AC 
b* h* AC + a:d:AC, h^rau« folgt bie Gleichung 

AC* + a.AC = d», baber and) AC* + a, AC +£- 

«d.+ f =^-' « »CM« i(lAC+ 2 «£32B. 

« n » <»»»* AC=r(±llt£)— 

hiernach ' ann nutt AC iwehnet ober auch conflruirt ».er» 
be», ny>rau* fleh toieber AD=AC + a= )r< ^ + 
ergteiti DB (ann nun abermal« M = V(AD a — AB*) 



a a )— a 
— ♦ 
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67 — 1 

bere*nef, ober bur* einen ©*nftf aut A mit AD be* 
flimmt »erben» 

gufa| u Um AD na^ ber gormel }u con(Tru(ren, 
mad)e man d*, nefcrae bie Diagonale, fo ift btefer £ua# 
trat = ad a , unb fie giebt ba&er ttieber alt ©efte einet 
Xluabratt genommen ein folget, »0 bat ßuabrat ber 
Diagonale = 4d* ift, »oju man na* bem 9>pt&agor4f# 
f*en fe&rfafce a* fcinju abbiren fann, unb fo 4 ;* + a* 
er&ilt, too bie ©eite biefet Ouabratt == V^d^-j-a 2 ) tofrb; 
«bbfrt man abermal* <u biefer «nie a , unb nimmt ton 
ber neuen «nfebte£4lfte, fo tat man bie «nie ffir ben 

^rurfIliii±±!l+2===AD. 

3« fa$ 2» Dtefe 2lufga6e t|t in jebem gaffe mtgli*, 
ba bie «nee D C = 3luB unb au* unenbli* grog »erben 
fann, wie eine Betrachtung ber gigur lei*t ergiebt* 

3te Slufgabe. (gfg* 15O 

€* ift bie 8aae breier fünfte A, B, c gegeben, man 
foff um fie alt SRittelpunfte brei, fl* »e*felfeitig berufc* 
renbe Äreife bef*reiben* 

»uflifung* Da bie Greife ff* toe*felfefffg 6erä(>* 
ren foffen, fo mfiffen ifrre SRftfelpunfte unb bie S&erfi&rmtgt* 
fünfte au* tt>e*felfeitfg in geraber «nie liegen* (Kan * 
Derbinbe ba&er bie brei fünfte jum Dreierf ABC, fo Me» 
gen bie SBerä&rungtpunfte in ben ©etteu bet Sriangelt* 
£Stte man nur einen fron biefen fünften, fo todreu 1 
au*, wie bie gigur bei einiger 95etra*fung jeigt, bie 
fi&rigen fünfte befannt* SJ?an nenne bie 3 ©eiten bet 
Srlange«, bie bo* befanntflnb: AC = a , AB = b unb 
B€ — c> ferner nenne man ben Siablut be* Greifet um 
A/ = fo ift ber bet Äreifet um B, :^=b — x, benft 
man fi* biefen auf bie «nie BC aufgetragen, fo Jf! ber 
Step ber «nie BC no* = c— (b— x) = c— b+xj ba 
auf bie «nie AC aber oon A aut, We«nie x aufgetragen 
ift, fo bleibt Don € au* auf ber «nie AC no* ber Sief! 
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a— x, wtb bM iflE btt&abiu* be« ÄreifW um C f 6er 
aud> burcfr >*n 2lu*brucf c— b + x be|ei$net »ar, tafcer 
fcafren ttir fe$t bie ©leicfcun$ c — b + xs= a— x ooraug 

xe±i±^— ?=wl— llz±? unb wonach bie fttu 

bereu Gelten 'fty leidet ergeben» SÖfefe gormel f5&rt ntm 
*äf fblgenbe Sonfiruction* 

&an fu$e bie S)tffereit| itoifc&en c unb b, inbemmaa 
au« B mit BA^= b) ben Sogen AE befdfrreibf, fo wirb 
EC = BC~BA=c — b ; biefe ©iffewm ftattire man 
in F, «(«bann fralbire man bie «nie AC(=a) lnG 9 

CE „ 

unb (rage — = CF Den G nad} H ober fu6tra&fre c* 

■ 

AC 2 

*on — ==— , fo ifi AHäx # gtun fann man bie bret 

treffe leiä&t betreiben* 

fet)«t^etlfd)er Settel«. SBflrbe »orjte&enbe €on# 
fhructton nic^t «üf bem anafptiföen SBege gefnnben fepn 
(ba&er tyre Sllc&tigfeie fton hieran* folgt unb bewtefett 
1(1), fbnbfrn märe bie Confiruction t>orangefc&ltft, fo mfigte 
fie font&etif* beroiefen »erben« Sie« *ärbe nun fo ge* 
f*e^en» faut Confiruction tfl: AO=AH = AG— GH 

cCG-GHc CG+ GH — 2 GH sa CH-2GH 

= CD — 2 GH = CD — C£ = DE (toeil u«mli$ GH 
CE 

=— • gemalt t»ar)* Sinn tft nur $ti bereifen, ob au$ 

BO = BD, b.^ # ob, toenn man mit bem&efie ber ftnie 
AB ober mit BO einen Ärei« betreibt , biefer aud? ben 
SPunft D trifft. €« ifl aber na* ber €onftrutfion BA=BE, 
unb eben fanben »ir AO = DE, ba&er au* BA — AO 
acBE — DE, b* (» BO = BD fepn mug* 

5« fA% 1. SSBemTin unferem 2ltt«brucf fflr x, ber 

SBtrtfc -^- = -i- to&tbt, f» teitt au$ c— b = a, fcft. 

bann tri« feit £)iff«rcnf |»efot @<i(«n eine* SrfangtW 
»trieft int brirten ©eife, »«« nit^t mitlieft 1(1, ©>« al* 

» 
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ton» lade» Me bret fünfte A, B mtb C {«grober Stuft/ 
in welkem £atte olfo bie Shtfgabe umn*glit$ 

3ufaft *. SBirb aber ba$ ©lieb negatfo, wem* 
«fatli$ c— Ix H wirb, fo imijJ man biefe £4Jfte i» ~ 

$in|u abbiren, welker ga? »♦ ©♦ eingetreten wate, wemt 
njion CH=x gefegt &äfte, wflrbe AH==a— x=^AO 
geworben fepn, folglid) BO = BA — AO = b-(a^x) 
— =b-*-a+x; aber CD ttflte auct> *, feaftet BD. 
— BC — CD =sc — xj bie ©lef(t)ung wfirbe nun b— -a 

, c-b + Ä, 

x = c ~ x geworben ftpn, wona$ x = - — ^ — 



gjjerf&en jn tfcuiw 

3ufa$ 3» 2Benn bte breUJJunfte A, B mb C nic&t 
ftt gera>er «nie liegen, fo fantL fibrlgenÄ ba« Sriangel 
AB C beföaffen fepn, wie ii will, fo f|t bie 2iufeabe 
Immer miglltf ; bie« fagt bie er&ajtene gormel für x bie* 
flc& imm# wufl conflruiren lafTen, ba be* Im erjten 3ufa$e 

angefahrten Safte* wegen/ ba* $lieb Immer «einer 
af* f fepn mnfc ba&er, gleite! ob e* *on abgeiogm 
ober frinjugetfran wirb, e* nie 7 fibertreffen f*nn^ 

4te Safgabe* (8»g* 16, 17 tu ig.) 

begeben 2 «reife SDM nnb IKL, in ber flJerlplerie 
bt* einen ein 5>nnft G 5 man foll einen S5ertl&rung«rei* 
lehnen ffir belbe Greife, ber ben einen *rei* imipunttc 
G berfi&rn 1 

Stuf 16 fang. €* lommt &ier n*tfirlic$ nur ajif ben 
«Mttelpnnft be* »erlangten ÄreifW an, benn befijht Sto' 
bin* ijl aWbann bie Entfernung biefe* tyuntti t>om S5e# 
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rä&rung$punfte G; bie* giebt aber umgefebrt ja etfenften, 
bag man ben SK«telp»nft be* «egeNneti «reife« mit be» 
g5eräbrung*punfte G ja *etf>mben §at, »oburdj man eine 
flnie er&alt, In beren Setldngerung offenbar ber »erlangte 
SJiittelpunft liegen mug; bie* fep bie «inte CR. Sinn muß 
In biefer «inte ein $unft gefunben »erben, ber eben fo 
toelt »on ber ^pert^^erie be* jweiten Äreife* (worunter 
man bie Jinie ber (lebt, bie bertängert nac& bent SRitteU 
punfte gebt) entfernt liegt, al* *ont fünfte G* — £rägt 
man ben Stabiu* be* f [einem Äreife* , bom fünfte G auf 
ben be* größeren ffreife*, fo bog GF = BN wirb, ber* 
binbet man ferner ben fünft F mit bem SKittelpunfte be« 
Heineren Äreife* .B, $aMxt bie linie FB in H, unb er* 
rietet in H ben ferpenbtfel HC auf FB, fo wirb biefer 
ba, »o er bie «nie AR fc&neibef, iu C ben gefugten mu 
lelpunft geben* 

»ewei** €* ift aCHF^aCHB C «»ei Seiten 
unb ben eingefcbloffenen SBinfel gleid»), baber CF=CB, 
bamn aber GF = NB war, fo wirb aucb CF — GF 
= CB — NB fepn, b. b« C G = CN. 2>a nun au* C, 
N unb B in geraber «nie liegen, fo Ifl NPG ber ber* 
langte fBeritbrunglfrei** 

»nmerf* !• SBewt man bie tpunfte G unbN utftte* 
bet, fo bat man auc& * congruentefcriangel, «ber ba 
man ben fünf* N nocf) nicbt fannte, aber bo* ba* 
Sebflrfnig ber gleichen linien bon C au« <todd)et 
fünft bamal* ne* unbefannt war) Jatte, fo folgte 
loobl febr einfacb bie gonflruction , bag man gleicft 
lange «inien ftc& beran backte, toelcbe b<er bie Stabien 
»aren, tnbem man beren €nbpunfte tbeil* fcatte, 
(fünft B), tbeil* leicbt bejUmmen tonnte (»ie ben 
fünft — ©ie mannigfaltigen Sagen, bie bei bte# 
fer Aufgabe in £inficbt bet «reife unb be* f nnfte* 
G jtatt pnben «nnen, zeugen nun »ot&wenbig fM* 
gmbe 3»f*ft** 
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3ufa$. 1/ ©a ei bei ber Mfton& ttnferet Stoffe, 
fcarauf anfam , tag tte Sinien A R unb H C p<& fd^nrfbeii, 
fo wirb bieStofga&e unmiglicfc, wenn bellte Sinien parallel 
laufen; bie ?age bie ber $»nft G in biefem galle &aben 
tsärbe, wäre alibann fo ju befitmmen: man tyrNnbe beibe 
SRtttetpunfte ber jtreife A unb B, Jalbire biefe (JentraW 
»nie in V *nb betreibe ben £a(bfrei* BQA aui P; ton 
A au* fcfcnefbe man biefen Jgmlbfreii ntft ber Differenj 
beiber Labien = AE, unb terbinbe nun A mitE, fo wirft. 
bU SJerlJngerung tiefer Staie in ber tyerip&erie ben fjunft 
D beftimmen, ber ali SSerä&rungipunft gegeben/ bie 2luf# 
öabe unmfatld) machen würbe* Senn, wollte man nun 
flebadjte (Jonffruction voUtftfytn, unb ben SRabiui BN ton 
D auf DA auftragen, fo träfe man ben 9>unftE, würbe 
nun £ mit B terbunben, unb in ber (Kitte tiefer fiinfe 
t fcer bewußte 9>erpenbifel errichtet, fo würbe er ber ?inie 
AD parattel laufen, bennZ.AEB ifl ali SBfnfel im £alb# 
freife ein rechter, ba&ee au$ beffen iiebenwinfet DEB, 
folgli<& wjre au<$ bie £inie D E ein $erpenbttel auf ber 
linie EB; olfo ber ©cfcnitt unmiglick; 

3ufa| 2. €i liege in ber $erip&erie M Äreife* 
MGD nod) ein jweitcr fJunft, ber bie Aufgabe unrnSglicf; 
macf)t; man er&dtt i&n, wenn man ä&erfyalb ber Jinie AB 
ben £albfreti unb biefelbe Operation wie tor&er mat&t* 
-5>fer wfirbe S biefer $unft fe.pn* 

3»f«fr 3* 3fl ber Serityrungäpunft in ber 93eri# 
p&erie bei flehten Äreifei gegeben }♦ 95* N, fo Gerlinger* 
man bie «nie NB Aber ben SRittelpunft B frinaui, fobaß 
NT gleich bem Stabiui bei größeren Äreifei wirb/ bann 
terbtnbe man T mit A, unft erriete ben tyerpenbifel in 
»er gjfitte ber Serbinbungilinie TA, 

3«fa| 4* Um in ber tyerip&erir bei flehen Äreffe* 
bie fünfte ju flnben, welche bie Aufgabe unmSgUcft machen/ 
betreibe man wieber aui ber SRttte ber Centrailinie über 
i&r einen ^albtreii , unb inbem man biefen ton B auf 
wieber mit ber £>i(ferenj beiber Labien fcfcfytibet in Z, 



bann Z mit B berbinbet, fo gi*6t bie ©ertängerung bie# 
fer «nie rfic*n>4rti in L ben verlangten spunft, tveld>ed 
auf biefelbe 9lrt gejeigt wirb, toie im erften 3ufa$e mit 
bem fünfte D« — Den {weiten $nnft in ber $ertp&erit 
bei {(einen Äreifei, ber bie 2lufgabe unmägtW ma$f, 
toirb man ebenfatti fo finben» 

3ufafc 5» ©inb bie beiben gegebenen Jtreife gleich, 
fo wirb man nur nit&ig Gaben, bie €entraUinte ju $aU 
biren unb in i&rer SRitte ben tyerpenbifel ju errieten, bfi 
et bie verlängerte Serbinbungilinie bei gegebenen 95ert5## 
tungipunftei mit bem ©littelpunfte bei luge&irigen Ärei* 
fei, fdjneibet. 

3&fafc 6. Um in biefem Sape bie fünfte tu finben, 
Meiere bie Slnfgabe unmägliA maeften, |at man bloi nit&fg 
in ben SKittetpunffen ber X reife eine Genf redete anf ber 
Centrallinie ju errieten, bfi biefe bie Peripherie föneibef, • 
fo fft ^ier ber gefugte ftonft* 

3uf<*$ 7* üjft ber £erft$rungipnnft gerabe ba ge* 
geben, too bie €entra(linie bie Sperip&erfe fdjneibet, }< 35* 
in U, fo &af man nur bie Knie UV (baiStäcf bergen* 
trallinie, toelc&ei jmifc&en ben Peripherien beiber Areife 
liegt) ju Galbiren, fo ifl bie SJfitte ber SBtttelpunff be* 

gefügten Äreffei, unb — ber Slabiui* 

3 u f a | 8 t Sflr alle fünfte, ,t»etö>e fl<& in bem Äreii* 
bogen DXJS befmben unb ali 95erft$rungipunfte gegeben 
gerben (ber, wie leicht $u betoeifen ifl, fein £a(bfreii fet)ti 
fann, fonbern fleiner fepn mug), gilt bie eben gemachte 
SJufWfung. flBie ifl ei aber mit ben fünften, in bem 35o* 
gen DM8? gär biefe gilt fotgenbe eonflruetion (§ig* 17)» 
Ci fepen bie «reife DGH unb IOK, fo tote ber $unft 
D ali SSerd&rungipunft gegeben« SRan berbinbe A mit 
D, fo liegt in biefer finie ober in iftrer SerWngerung ber 
verlangte SWtelpurift, SBenn man ferner AD aftßer&alb 
bei «reifei um DE <= bem Siabiui bei Heineren Äreifei 
*erl<fngert, je$t E mit B Derbinbet, unb Ut ber SRitte E 



ber ©«rHnbung4Hnle EB ben ^erpenbifel FC erriefet, 
fo giebt er bei feiner edjneibung mit ber DA in C beit 
gefugten SRittelpunft* — Um biet ju beweifht, fterbinbe 
man C mit B, fo ift aECF<£aBCF (wei(FE = FB, 
FC gemeinfftaf tli$, unb Z.EFC=Z.BFE ift), bafter 
CE = CBj 5a nun DE= IB gemäße war, fo ift au$ 
CD = CI = bem Stabiu« be* g&erfl|rung$freife* DIK« 
3 Ufa 6 9* fiBare ber gjerfi&rurtgäpunft in blefem 
Salle in ber tyerip&erie bei f leinen Areife« gegeben , fr 
(<Stte man bie SJerbinbungälfnie betreiben mit benriSRitteU 
fünfte, ebenfaO« außerhalb be« Ardf<«, um ben Slabiu« 
*e« grofen Areife« tertöngern möffen, wo man al«6ann 
ben $unft, weltber mit A t>erbunben werben mug, um 
*en bewngten jperpenbffel in ber SKifte errieten |it tßnnen, 
erhalten %ittu 

3nfa§ io* SBenn aber ber Serfl&rung«punft in 
L gegeben wire, b. &♦ in ber SBerldngerung ber Central* 
Knie, fo &afte man ML fcalbiren mfijfen, uttb würbe ft 

ML 

ben gefugten SEiffelpunft er&attt» $aben, unb — jum 
Siabiu«* (SBergleic^e 3«fr6 70 

Sufaö iu SBenn bie ieiben gegebenen Äreife in 
tinanber liegen, fo bebarf e« no$ foigenber Betrachtung: 
Wenn (8<g* 18) BAC unb DHP bie beiben Areife ftnb, 
nnb A ber 55eräfrrung«punft, fo t>erbfnbe biefen mit bem 
SRittelpunfte be« Äreife«, in beffen $erip$erie er gegeben 
ift, alfo mit ö, fo mug in tiefer «inie ber SRittelpunft 
*e« gefugten Areife« liegen; nun berl ingere biefe Serbin* 
tung«linte auger&alb be« Areife« um AE gleicfy bem 9la# 
bin« btt Heineren Areife« , Derbinbe E mit bem anbereti 
fföittelpunfte O, fcalbire OE in F, wo ein tyerpenbifel auf 
OE errietet, t>erl4ngert burefy feinen ©erntet mit jber 
OE in G btn verlangten SWittetpunft giebt* Sann: ter* 
Wnbe G mit o, fo ift nur ju beweifen, bag GA = GH 
ifl, in welkem gaße ein Ärei« au« G mit GA beförie* 
ben, }n beiben Areifen ein a5erfl$rttng«punft fepn wirb; 
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ba a6er 60 =o GE (au* ber €ongruen| ber befben ttU 
*nge( OGF unb GFE folgenb) unb HO = AE gemäße, 
f» ift and} GH = GÄ. fffiie ju Bf »ei fett war» 

3ft ber S5erä$rung*punft aber in ber «Peripherie be* 
Meinen Jtreife* gegeben, fo fc&etot bie ffluflifunct fdjtrie* 
riger ja fepn, botfc bebenfe man: menn D ber 35ert5&rung** 
punft fepn foH, fo berbinbe man ifon irieber mit O, nnb 
*ertf ngere bie 8inie O D augerfralb ber ^Jerip&erie be* fiel* 
nen ÄreifeS, um DK gleich bem Stabiu* beägrogen jtrtb 
fe*, aerbinbe trieber Kmit O, unb erriefe auf ber Witte 
biefer £inie In L ben $erpenbifel LN, ber in N ben ge# 
fugten SWittelpunft erjeugf. Senn: wenn man bebeuff, 
ba§ NO = NK, unb wenn man bie JinieNO rürfwdrrt 
bi* $ur Ipcrip&erie be$ großen Greife* In B Gerlinger*, 
ba§ au* QB = DK (inbem DK = QB gemalt i|l), fo 
Wirb au* OB - NO = DK — NK b. fr. NB = ND 

fcpn, ba&er NO ber Stabhi* unb N ber gefaxte Wittel* 
fünft* 

3ufa£ 12. 3(1 ber fleine JTrefö fo gegeben, baß In 
i|m ber SRIttelpunft be* grogen Greife* liegt, fo bleibt 
bie Stufljfung ganf biefelbe, toooon man ft* leicfct über* 
jeugen fatut« 

3ufa$ 13. £iegt ber 95erü$rung*punft mit ben bei* 
ben SJfittelpuuften in geraber Sinfe, ober flnb bie gege# 
Jenen Jtreife roofrl gar concentrif*, fo bebarf e* faum 
einer €rtritynung, wie bie 9(uflifung nun gefdjiefct* 

3uf a$ 14. ©4re ber SertyrungSpunft in P ober 
C gegeben, niattid) wo bie SpeVip&erien mefrr jufammen 
fommen, fo ift bie Sluflifung fcoUfommen biefelbe, ba ja 
ber Ort be* $crtS(rung*puntte*, bei unferer vorigen 2luf* 
lifung riefet* weiter juc befonberen fifung beitrug. 

3ufa$ 15. ©inb bie Greife trie frier in einanber 
gegeben, fo (ann bie Aufgabe in (einem gaff, ber35e# 
tfi&rung*punft mag liegen too er triff, unmägüd) werben} 
benn bie* tinnte bod) nur gefc&e&en, toenn jener oft tu 
fe&fefite $erpenbifcl f!$ mit ber gebauten Sertinbung** 
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Unit ntd>t föttitte, unb bie* Ift nrtebernm nur mlgli$/ 
toenn ber ÜStnfel ber am gnbpunfte ber t>erldngerten ginie, 
bur^f bie 2?erbinbung biefe* $unff$ mit bem |tt>eiten SWif# ' 
telpuntfe (»ie K ober E), ein rechter SBinfel todre, unb 
bie« fann au« folgenbem ©runbe nie gtfd>e&en« Dcnfe, 
man fi* bie SKtttelpunffe beibcr Äreife bur* eine gerabe 
£inie öerbunben, unb nennt biefe Sinie bie Generallinie, fo 
fann biefelbe M nur bie SDifferen» ber Stabien 

beiberÄreife fepn (unb bie« nur al*bann, ttenn beibe ge* 
gebene Äreife t>on innen berührten), biefe Pinie liegt 
aber in ben Sriangeln OOK, OOE, bem 5Binfel gegen* 
fiber, t>on bem i<& eben behaupte, er f6nne fein reifer 
SBinfel fepn; benn finnte er bie« fepn, fo <*.re bie 
€entraUtnie bie größte @dte in biefen Sriangeln , unb bat 
fann jle ntd>t fepn, »eil eine in benfelben, immer bie 
eumme ber beiben Stabien ift (toie QE, OK laut €on# 
flruction), unb totr eben gefe&en &aben, toa« ba« tiftapiß 
mum ber gentraflinfe nur fepn fann* SDeS&alb fann au$ 
ber fißinfel bei £ unb bei K no$ »iel weniger ein flurapfet 
SBinfel fepn« 

Slnmerf* Siegen bie Streife außer einanber, ttfe 
im aDerer(len gade, fo fällt jener ©runb mit ber 
€entralltnie toeg , ba&er bie Slufgabe unmöglich wer* 
ben tonnte* 

3 ufa 9 16* ©d)neiben jld> bie beiben gegebenen 
treffe, ober berühren fle ft$ t>on innen ober außen, 
fo wirb man in jebem gatte bie (Scnflruction leicht finben, 
wenn man ba« bi« &te&er ©efagte gehörig gefaßt §aU 
Slnmerf* 3* 3* &btW$* ba&er biefe Wfung Wer, b« 

i$ fd)on färbten muß, für manchen gefer ju weit* 

Wuftig gewefen ja fepn. 
tinmerk * ffio&l föroerlid) mjgte man nocfc einen 

ttefentlicfc neuen galt biefer Aufgabe pnbem €* foDte 

aber bie »eteu^tung einer Slufgabe, in 4>infk&t aller 

m«gli*en fowofrl al« unmftgiicfcen gatte, »ie wir e* f 

|ter t&at«*W * je »crgeffm »erbett* 

„ * 
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Se&rfa$* (gig, 19O 

85ff jebem Sierecfe BDFH um einen ÄreM, 1(1 Me. 
©omrae jweier tgegenflber liegenden (Seifen, gleich btt 
(Summe ber beiben anbeten gegenä&er (iegenben 6eiteiu 

<5ett>ei*» A, C, E unb G fepen bie £5eräbfung6# 
pnnttt ber «Seiten bcd SJietectt mit ber $erip$erie bei 
jttetfei* SBun ift b'fannt baff, t&enn man t>on einem 
fünfte äugetbalb eine* Streift* }♦ *on B jtoei Zart* 
geufen (um Äteife fidt B A unb BC, beibe gldd) lang 
fhtb, b« &♦ t>om Sßunffe B big ju ben 55etfi&tung*punfte* 
( weit a B O A s a B O C 1(1, inbem BO gemeint afttUfe 
OA = OC a« Svabfen, unb AOAB = Z.OCB al« 
rechte ; Jttnfel finb , ba&er bie Triangel jtoei (Seifen unb 
t*en bec g tigeren (Seife gegenüber liegenben ffifnfef, 
gleid) fcaben)* 9Cu* bemfelben'örunbe ij* aud) DC = DE, 
F E = F G unb HA = HG* SBfrb bie« fo gefVfct: 

BC = BA 
DC = DE t 

FG = FE \ at>blxt > f° er & dIt mfttt 

HG=HA 

BC + DC + FG + HG = BiA + DE + FE + HA b. 5. 
BD + HF=BH+DF # 

ffielc$e£ ju beweifen war* — Siebt man bie f inten OB, 
OD; OF unb OH, fo »erben bur<& biefe bie SBinfel 
feed ÜJterccfd bafbtrt, »eldjeä au* ber fongtuenj bet £ri# 
angel (fcen benen 2 oben ettod&nf finb) folge* 
5lnmert\ 3* fährte biefen Sebrfafc ^Ur an, weil er 
in ben meiflen matbematifcfyen SEBerfen fe&lf, unb bie 
folgenbe Slufgabe fl# auf i(m beliebt. 

5te Slufgabe* (gig* 19*) 

©ege&en ein 33ietetf HBDF, n>o bie (Summen ber 
gegenübet üegenben (Seiten n>ed>fel6n>eife einanber gleitfc 
finb. man fofl in bajfelbe einen ÄreW befd)teiben* 

»uflifung* £albite jtoei beliebige ©tnfel be< 
Sierecf* ^ 35* B unb D, unb (lebe bie £albirungäliniett; 
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btt fle im fünfte 0 fftneiben, fo 10 bie« ber 4Mb 
tclpunfe be* gefnc&ten äreife«, unb bie 9>erpenbifel t>on 
typt auf bie Selten gefMt, ffnb bie Stablen* 

$Be»ei«* €« i(l frier nur bie ©Uicfr&eit ber biet 
^JerpenbiM O E , O C > 0 A unb O G ju {eigen , benn al«# 
tonn ge&t ber Ärei« ontO betrieben, mit OE burd> 
We ftanfte E, C, A unb G, unb bie Seiten be« 23ier# 
elf « »erben Sanierten- - 3lun ifU DK> S a D O C (»eil 
OD geroeinfdjaftlf d> , Z.DEOäZ.DCO unb Z. EDO 
=>Z. C D O 1(1), bafree OEssOC; au« bemfelben ©runbe 
iff au* aCOB^aBOA, »orau« folgt O a = OC alfo 
au$ = OE* SBemt nun ber Ärei«, »e(d>er an« O mit * 
OE betrieben; unb ber jcfct burcfr bie fünfte £, C unb 
A ge&en muß, aud> burdj ben SPunft Glinge, fo »5re 
bie Sinfgobe gelifet* SRati ne&me ba&er an , er ginge 
ni$t burd> G, fonbern ginge, »ie APEC, fo fdffe man 
*om fünfte F ju tym bie Sangente ET, fo wäre TßDF 
ein Sierecf um einen tfret«, »©ran« folgte: 

DF + BT = BD + TF (vorigen S e&rfa&% 
€« »ar aberDF + BH = BD + HF gegeben; »irb nun 
bie erjie biefer ©leidmngen bon ber |»etten fubtra&ire, 
fo er^lt man: BH — BTs=HF— TF b, fr, HT=HF-TF, 
ober bie Sifferenj j»eier Seiten eine« Sriangel« f TU 
»4re gletcfc ber briften Seite, »elcfce« unm«g(i4 IfU 
Cben herauf »irb man /(logen, bei jeber angenommenen 
tage be« Äreife«, bie nl#t bie be« greife« ACEG iff, 
ba&er biefe bie einjfg »a&re nur fepn fann, 

Snmerf« Sie gegebene Sluftöfung folgt offenbar, an« 
bem julefct ©efagten be« borigen Se&rfafce«* 

6te Aufgabe* (gig* ao«) 

(Begeben $»ei £mten a b unb pq, in ber einen ein $unfe 
c, man foO in berfelben Sinie einen (»eiten tynntt * finbttx 
fo, baß »enn au« ifrm al« SDNuelpunft ein jfrei« beförie* 
ben »irb, berfetbe bur$ ben $unft c geft, unb bie «nie 
ab eine Tangente ju tynt »irb* 
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» Ii f t i f tt n Statt ' $at nur n*t$tg ben Rüttle x fo 
i* beflimmen bat, Wenn man t>on i$m auf bie {(nie ab 
einen $Perpenbifel fdttt, berfelbe gteicfy ic wirb* - SBenn 
bie beiben Linien ab ttnb pq parallel laufin/ ober berMn* 
gert fenfrodjt auf einanber flehen/ fo ift bie Slufi^futtd fo 
einfach, Dag fte wo&l frier feiner »eitern 88fung bebarf* 
SBtr nehmen bafcer i&re Jage gegen einanber beliebig an* 
SJfan mtängere ju bem Cnbe befbe Smien, bi* (le ft$ 
im «pmtfte m einanber fdjneiben; frier erriete man auf 
ber f inie ab (b* f). auf ber, worin ber flJunft c nic&f 
gegeben ift), ben tyerpenbifel mn = m c, frerbinbe n mir 
c, fo wirb fld> in ber £toie ab ein ywtt d ergeben, bon 
»eifern betupfet wirb, bag Ifjn ber ^Jerpenbifel bon 
bem gefugten fünfte x auf bie ab gefällt, treffe, we& 
(alb amgefe&rt ber ^erpenbifel in d auf ab, in ber State 
P <| ben qjunft x erjagen mu§* 

95ewei$* €* ifl jefct ju jefgen, bag dx = xc ift» 
SBenn man bie Triangel cxd unbemn betrachtet, foftnb 
fit ftnlid), weil dx^nm Iduft (inbem betbe ^Jerpenbifel 
auf ab flnb)j bafcer bereit fid) cm: mn = cx:xd; ba 
nun cm = mn ijt, fo wirb aud) cx = xd fepn* SBie 
|n bewelfen war« 33?an fann nun au* x mit xc ben 
Ärei* betreiben, Mltyt ben SSebingungen ber Aufgabe 
ein ©enfige leiflet* 

7te 3tufga6e* (gfg* 21*) 

€* ijl ein Jtrei* gegeben, man foU in i$n brei Areife 
»erjetc&nen, weld)e f!dj> unter ftcfr ttnb ben großen Ärei* 
bertl&rem 

Slnmerf* 3<*> werbe audj biefe Slufgabe auf mehrere 
Sitten lifen, inbem fld) frier fefrr intereffante %>etva$* 
tnngen barbietett, welcfre bie Sortfrctfle be* analptf* 
fc^en SBegeö jelgetn . ^ 

»nalptifcfre Stuflifung* SJ?an fleffe flefr *or, 
bie aufgäbe fep getöfet, unb unterfuhr bie ajerfrdltmffe 
twb SSer&inbungen ber gegebenen unb ber ßcfr ergebenbe» 
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Stflcfe, »orau* aMbann bie Gonffwtlött omgefe&re folgen 
mufi. Um aber brei Äreife |u erbalten, bie ton glehfte* 
©räge ffnb, (l* tt>ed>fclfeitffl berft^ren unb aOe Don ei* 
nem grSßern Äreife beruhe »erben in »eifern pe fieft 
beftnben, ©erfahre man folgenbermaeen* '«Kan contfruirt 
ein gleicbfeitige* Sriangel qa«, unb inbemman eine Seile 
I« ©♦ bie as in « balbirt, fo betreibe man au* ben * 
aßmMfpf&en be* ©reif cf* mit a % bie brei «einen Äreife 
tt>eld)e fi* tt>ed)felfeftig berflbreit mäffem Sud?t man 
je|t ben SRittelpunft o be*Sriangel* aqs (benman b;ir$ 
gdttung jweier tyerpenbifel, tw>n ben 9Binfelfpifcen auf bie 
gegenüber liegenben Seiten erbält, wie bie JStgur giebt;, 
unb befebreibt au* i&nt mit ot (»eiebe Sinie man bur$ 
bie tßerldngcrung ber Siuie os bi* jur «Peripberie in t 
erbilt) ben großen Ärei*, fo wirb er bie brei «einen 
Äreife in t, c unb n berubren, »eil ot =oc = on unb 
bie SKitielpunfte mit bem £erÄbrung*punfte in geraber 
finle liegen. SBenn man überbie* bie fünfte c, t unb o 
}utn Sriangel t>erbinbet, fo tft au* tiefe« neue Triangel 
etn gleidrfeitfg, inbem Aoct^ acoo <^ Anot <(l (meil 
l»et Seiten al* SSabien unb bie eingebogenen ©infel 
um o girieft ftob), ba&er bie Seiten et, tn unb nc 
gteieb fepn mfijfen* 

©iefe €on(lruction alfo, bie jugleicft bie 3)?$g(ic&feie 1 
unferer Aufgabe jeigt, je|t frorauägefefcf; fo $aben toit 
nur nifbig un* umgefe&rt DorjufMIen , bag wir in ben, 
nunmehr al* gegeben angenommenen grogen Ärei*, bat 
gleichzeitige Sriangel ntc auf bie befannte SBeife beförie* 
ben, unb t>ou feinen SBinfelfpifcen auf bie gegenüber lfe# 
genben Seiten bie tyerpenbifel cp, tm unb nd gefdOe 
bitten; unb e* ift je$t nnr nätbig, ben SRabiu* ca eine* 
ber fleinen Äreife |u bejtimmen, au* bem Stabiu* oc De* 
großen Äreife* unb et ber Seite be* gleicbfettigen $rian* 
gel* ♦ {Renne c a = x , fo »frb folgenbe Proportion rieft* 
tig fepn: oc:oa=cd:ae, benn e* laufen bie Seiten 
be* Triangel* asq »egfeltoeife parallel mit benen bei 



■ 
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Sriangel* ctn (toetl oc = ot = on unb oa= 0 «z=oqX 
JRutt Ifl qc alt SUblni te* mtUntn «reife* Mannt, 

oa Ifl = o c — ac = oc — x, cd ifl =— alfo aud) 

rannt unt az = x # inbem bfefe £iuie aud) 0tabiu« 5e* 
Meinen Äreife* ifl* SDiefe SBert&e in l>ie o6ige Proportion 
fobfiitairt/ fo toirb tiefeWe jefct tiefe: oc:oc— x:=cd:x; 
fcierau*' entfie&t foigente neue Proportion: (oc + cd) : cd 
= oc — x + x:x t* (oc + cd):cds=oc:i; cni 
tiefer Proportion folgt nup ber ©ertfr für x burcft €on* 
Emotion ober SBerecdnung/ totem bie brei erffen ©lieber 

Wannt fint/ SHfo ifl x= cd , oc mb toig man ben 

o c ~f— c a 

SBertfc ffir oa fca&en, fo ift tiefer oa = oc — ae 

cd.oc cd.oc-f-oc 2 — cd.oc oc* 

SOC — — : — — — zzz » dV# 

cd-f-oc ed + oc cd-f-oc . 

gortfefcuug ber Gonflruction toärbe, na$tem man bie 
Perpenttfet cp, tm unb nd gefällt &dtfe,twn tiefe fepn: 
fuc&e bie t>ierte proportionallinie jur (Summe t>on oc + cd 
<tl$ etile* ©lieb/ c d a(* {toeite* unt oc a(* trifte* ©Heb, 
fo ifl tiefe* ter Statin* eine* ter {(einen Äreife, ten man 
nur ton c auf cp na$ a ju tragen bat, »o fotann au* 
a tef^rle6en/ f!c& ter erfle Äref*/ unt auf gleite SBeife 
tie anteren Greife ergeben* 

«grferturcft ifl alfo tie 9ufeabe toOfommen gelifef unt 
au$ betotefen; a^ertoir Wunen un* torfletten, tie (Eon* 
flrnction fep ni^t »on un* gefunten fontern gegeben, fo 
j)aben wir nun folgenten Semei** 

©pnt&etifdjer SBetoei** glattem man tie, auf 
*orgefcf}ritbene SBeife gefunbene Sinfe x, t>on benpnnffen 
c, t unb n auf bie perpenbifel getragen (at/ unb jwar 
nacfy a, s unt q, f* Derbinbe man tiefe punfte {um £rf# 
angel asg, unt e* Wei6t nur |u {eigen Äbrig, tag tte 
£f nie a c aucfr tie <£>6(fte jeber ter (Seiten te* Jriangel* 
asq ifl, tenn todre tie*/ fo mfigten tie an* a, « unb * 
betriebenen Greife flc&| n>**felfeitig beeren* 3«rff 
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tttuf aber nocft bewiefen werben, weäfcalb AAfq gleiAfet» 
tl« 4 1(1 ; bie* folgt nun barau* , baf oc = ot= un (au« 
ben €igenf*aften be* glei^feitigen Srianget* frergeleiM), 
ferner »eil ac=aq=qn unb baber au$ oa=ois=oq 
finb, behalt fty t>er&dle oajac = os : * t worau* 

as^tc folgt, fben fosq*tn Mb qa£nc; ititeiü 

nun Actn g(eid>feitig ifl (nad) ber Conßruction), fe ijl 
Mc< aud) beim a asq ber Soff» Um nun tu |eigen, bag 

ac=— i(i, fliege man: oc : oa = et : as; fit oa 



oc 2 



fann man fe$en cd ^ Q - ttnb für ct= aed, baftec 

oc? . . oc 2 .cd 

• c:— — = 2cd : ae, ttorau* aisg» . . , — — 

cd-f-oc * (cd -f- oc) oc 

oc.cd . „ , , , is oc.cd #Ä 

= Ä»~T~r — * folgt/ unb baf)er — = aa? ===-—— jft, 

cd-foc ▼ 2 cd -f- oc r 

n>e($en SBertb aud> bie »nie ac laut Gouffructio* $at* 
J&ferburc& ijl tewiefe« wa* nur ju bewelfen war. 

! 

* I ' 

8 wette »ufläfung, Sur* Sfowenbung ber 6Un 
Aufgabe , erhalten »fr nun nac^folgenbe 8ufl*fwig* SBenn 
fcer $ref* gegeben, in weisen bie brei Heineren Greife be* 
ftyriebttt werben foBen, fo berjeidjne man in ibn ba* glei<$# 
fettige Triangel net, unb fSDe bon ben Iffifnfelfpifcen bie 
^erpenbifel auf bie gegenüber liegenben Seifen; fo ifl e* 
nur njtfrig, in ber Stnie no einen $unft q $u befiimmen, 
fo bag ein Ärei* au* ibm mit qn betrieben, t>on ber 
üinie t m berührt werbe ; bat man biefen !Pnnft unb mit* 
bin bie linie nq gefunben, fo beftimmt biefr, bon ben 
fünften t unb c auf tm unb cp getragen, bie SWiftel* 
punfte ber anberen beiben Greife eben fo gut* ©iefe eben 
ermahnte Aufgabe tft aber genau bie fechte aufgäbe, unb 
man bat nur n5tb<g Wer in o auf m o einen ^erpenbif e( 
= on |u erriefen, bejfen {weiter Snbpunft mit n t>er# 
iunben, in ber £tnie mo ben $unfe u befümmt, wo ber 
&erft$rung*pitttft be* gefugten Äreife* mit ber Jinie tm 
fepn muf , unb .woran* man wfeber bur* einen frier er# 

6 



richteten ^erpenbifel ben «punft q Ali gefugten SKieteU 
telpunft in ber na credit« 

ginmerf. ©ott ca nad) ber erjlett «uflifung Mo« 6e* 
rechnet werben, fo fcat man erjl et ju berechnen/ 
toa« au« bem Acot, wo bie Reibest ©etten oc = ot' 
al« SJiabien be« gege&enen Äreife« unb Z.c<lt = 120 0 
gegeben flnb, leic&t geftye&en fann* 

• ♦ 

8te Slufgabe» (§ig* sa, 23, 34, 25 u. 26*) 

€« ftob |toei {inien gegeben, bie eine begrenjt bie 
anbere unbegrenzt; man foß ben SRietelpunft eine« Äreife« 
flnben, &on beut bie begrenze linie ©e&ne unb bie mibe* 
grenze Tangente iß» 

«ufl«fung* Öle mannigfaltige» Jagen, welche bfe 
begrenze Unit, bie toir AB nennen wetten , gegen bie un* 
begrenze, bie CD feigen jm*g, &<*ben ^nn, machen foU 
genbe gäBe biefer 3lufga&e. 

€rfler gall* (g<8»t20 Sie ginie AB |U&t fenfr 
rec&t iu A auf ber CD* £albire AB ia O, fo ift AO 
ber ^albmeffer be« verlangten Greife« AEF* 

3»eiter gall* (gig.33*) 5Die Knien AB unb CD 
laufen parallel* — ©a AB ©efcne be« Äreifi* fei>n foff, 
fo ^albire man tiefe ftnie in O, fo muf in bem tyeiftu* 
Miel EF ben man in biefer SRitte auf AB errietet, ber 
SRittelpunft be« gefugten Greife« Hegen* ©a nun CD 
4* AB, fo fle&t au* EF fenfrec&e auf CD, unb ba CD 
Sangente »erben foO, fo muß G ber 95erfl&rung«punft 
fepn (biefe ©<5$e mflffen nafürlict) au« ber Jtrci«(etyre be# 
fannt fepn). <£« fomrat nun baraOf nur an, in ber Knie 
EF einen $unft {u fthben, ber gleich weit t>on G tmb 
t>on A ijl, inbem jeber $unft in ber EF fd)on gleich »ett 
ton A unb t>on B ift» ©e$&alb berbinbe man * mit A, 
fcalMre GA in I unb Ariele (>ier ben $erpenbifel IH 
Mi er in H bie EF fönetbet, fo ijl H ber gefugte SD?it* 
telpunfe, inbem aHIA^aHGI iß (jtoei ©eiten un» 
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btt eingetroffene SBinfel ht befben fllei^)/ »rt&att HA 
ss HG = HB ifh 2Bie »erlangt mar« 

dritter galL (gig. 34.) Di« ftnle AB fleht in 
ihrer Serif ngerung feufrecht anf CD in Lu — SRan h*I* 
tivt AB in K, fo (legt in bem |>iec auf A B errichteten 
^frerpenbtfel GF bee gefachte SRiftelpunft* 'Sefct fchneibe 
man au* bem fünfte A mit ber Jinfe KL ben Kerpen* 
MM GF in O, fo tft O ber gefachte SRitteipunffi benn 
inbem aOAK^aORK ift, mug auch OA=0£=KL. 
fepn; fiUt man nun »an O auf CD bie ©entrechte OH, 
fo ifl biefe au* gleich KL = AO (»eil LKOH ein 
ftoraflelcgramm ift), beäfralb ift H ber 95erÄ^rttna^pnnff# 
gj i e r t e r gad. ( §fg. 25. ) Die «nie A B »erbe in 
Ihrem €nbpunfte A »an ber CD getroffen* — 3wr|t wirk 
»ieber AB in E fcalbirt, tmb ber ^erpcnbifel GF hier 
errietet; bann erriete man, ba A ber $erä$ruttg£pnnft 
fepn rauf , in A auf DC ben gjerpenbif el A H , »0 Wefer 
*en $er|>enbtfel GF in O fchneibet, »irb ber gefönte 
Sfölttefpunft feptt. €$ ifl nämlich, au« ber €ongruen| 
ber Sriangel AEO ttnb BEO fotgenb, OAssOBj unb 
DC Sangente, »eil Z.DAO ein rechter SBinfel fft» 
Slnmerf. i* Da§ fich bie beiben Knien AB unb CD 
nic^t in einem anbereu fünfte ber AB, al* in i&rem 
€nbpunft« fchneiben bflrfen, folgt auf ber Statur ber 
(Se^ne unb ber Sangente, »obon €r(!ere gan|. inner* 
$a(b, unb Severe gan| außerhalb be* greife* liegen 
muf, baher ber gemeinfthaftliche %wtt beiber, 
f!en* ber €nbpunft ber ©efcne (benn bie Sangente 
ift ^ier unenblid) lang ) fepn fann* 9lu* bemfelhe« 
©runbe mugte, im vierten Satte, A ber »erÄhrung«* 
jwnft fepn* 

Sflnfter gatl* ($ig. 26.) Die Jinien AB unb 
LK (e* mag ^ier LK bie unbegrenjte Einte feigen) 6iU 
ben bei ihrer Sertingerung einen »iBfuhrltchen ffiinfel 
KDB* — Diefer gatt ift ungleich fch»ieriger aW bie ft&$ 
heren, unb *h gebe be$hal6 boit ihm fotgenbe; 

6* 
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Slnaltjtifc&e Öluflifung. SRan bertfngere brfbe 
tittUn bi< Jtt irrere 3ufamtnentreffen in D« Sann &afc 
(Ire man bie AB tn C, fo tnaf aucfr bieSmal itt bem, 
&ier auf ber AB errichteten f»er^enbitel FH ber gefttctjte 
fiRittefpunft liegen* ©ton ne&me an G fep berfelbe , fo 
ifl ntdjtnur GA = GB, fonbern wenn man t>en G auf j 
bie LK ben Sperpenbifel GE fttt, fo mu§ and) tiefer 
»GA fepn« ÜBie aber bin ftonff G ftnben ? SJenn man , 
nur ben $tsnft E $4tte, fo todre bie* eben fo gut, — 
ober nur bie «nie D £ m&gte befannt fepn* — 9Ran jlefre 
DG, fp finb ble Sriansel D6G, DGE, AGC »»(»«, 
red)t»infHc$, ttnb folcfce Sriangel flnb alerbing* bie be* 
qnentfien |ur Serecfenung« SRan fange nnn an ja fagen : , 

DE* srDG 1 — EG*; DG* = DC* + CG* twb EG* 

= AG* ss AC* + CG*, be*fra(* »trb f<t>* 

DE* = DC* + CG*— AC* — CG* = DC* — AC* 
= (DC + AC) x (DC— AC)*) ss (DC + CB) x (DC— AC) 
== DB 4 DA« 3fl aber DE* = DB«DA, fo folgt bie 
Proportion : D B : D E = D E : D A b* bie ttnbef annte 
gefugte Sinie DE, \ft bie mittlere proportionalste 
Wen ber DB unb ber DA» £ierau4 nun folgt fotgenbe 

€onftrttction» SRac&bem man, ben perpenblfet 
FH in ber (Ritte ber AB auf AB errietet ftat/ *ee# 
längere man beibe Linien AB unb LK, ti* fie |id^ in 
ben punft D föneiben* 3Jun fralbire man bie ganje DB 
in O, nnb beförei6e an« O mit OB ben£al6fi?e« BID; 
erriete ferner in A ben perpenbif et A I bi* jnr pert# 
plerie, unb gie^e DI, fo ift biefe «inte DI bie mittlere 
ProportfonalHnte jtoiföen DB unb DA, wld}t gefugt 
tourbe**), nnb bie ba&er anf DE aufgetragen, ben spunft 



*) 3©fit bie Efferen* y»titt Ctuabrate gletdb einem 9>robuct auf 
ber Gumme unb SDifferenj bec beiben SBurjeln ift* 
a* — b* == (a + b) . (a — b), 

*0 Senn nxm I mit B »erbfnbct, fo fft ba* JErianger DIB tt$U 
»tnl«*, toett bec SBüifel DIB ein SBurfel im $atteceife i|h 



Digitized by Google 




£ giebt, fborftuS »ieber tntttelf! einer ©entrechten in I 
auf DK, »er «Wttelpunft G fi* ergtebt 

Um au* bei biefer aufgäbe tiid^t* ju »flnföen übrig 

|u laflVn, fo folflt no* folgender 

ei>n*&etif*er S5e»ei<* fRa^etn bieeben er# 
t&dbnte (Sonfiructfon »oDjogen ift, bleibt nur Mo« ju be* 
reifen flbrig, bag ber ^Jerpenbttel GE = GH ifl, benii 
<xA i(l f*on glei* GB. Sag bie« Mo* au« ber Sa* 
nannte, DE =DI fep bfe mittlere ^roportionallfnie j»i» 
f*en DB unb DA, be»iefen »erben muß, vergebt ß* 
t>on felbfh — SJlütt jiefre DG (»el*e «itiie au« ber ge« 
aebenen €onflruction ni*f folgt, fonbern Don ber borigett 
analptlfdjen »uftöfung frerrü&rt), fo ftab aDEG unb 
DCG re*t»inflt*, be^alb GE* = GD* — ED* unb 
t»eUGD*=DC a + CG*, fo tji GE* = DC* + CG* -r- ED** 
SRwt 1(1 DC = DA + AC, folgli* 
GE*=CG* + (DA + AC)* — ED*. 3ufo(ge ber €öttn 
flruetion ifl aber ED 2 = DP = DB ♦ DA = (DA + AB) DA " 
= (DA + 2AC) DA =DA* + 2A6 ♦ DA; be«£alb »irb jetf: 
GE a =CG* + (DA + AC)* — ED* 

= CG* + DA* + sDA . AC + AC* — DA* — aAC ♦ DA 

= CG* + AC** 
SBeft nun Sriangel ACG red)t»infli* fff, fo ifl au* 

CG*+AC*=AG% ba&erGE*=AG*, »orau«GE=AG 

folgt* SBel*e« }u be»eifen war* — 

Sinniert 2. Sag bei ber analptiftyen SJufWfung 
alle« angetoanbt »erben mfißte, bie unbofannte Stnie 
DE bur* DA, AB ober DB aufbrieten, l&it 
ft* lei*t einfe&en, »eil bie« ja bie einigen befaun* 
fen «nlen, in £infi*t i&rer ©renjen flnb* 

9nmerf* 3* €« wägte fl* »o&t f*»er(i* ein 6tet 
Satt, ber ein »efentli* neuer »Ire, für biefe Shtfr 
gäbe pnben laffen* 



£af nun DB : DI» DI: DA, folgt a«l ber Ct$re oon bei 

*e$nlt«!ett 
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9*e Slufgabe* (gig* 27*) 

- 

* 

Um bell SWttetpunft C finb jn>ei concentrifd)e Äreife 
dba unb TV befc^rte&cn (bom (enteren jtreife (>ier nur 
«In Sogen); in ber tyetip&erte jebeä Greife* betrugt ßd& 
dn jtanft, born fünfte "C au$ gefe&en, ton ber rechten 
«£anb gegen bie linfe; ber tyuntt im ((einen Äreife lieflen* 
Ibet ben Ärei* in einer unbefannten Seit/ ber 9Junft im 
großen Äreife in ber brannten Seit I; »enn nun ber 
$nnfe be* großen Sfreffe* ftcf> in T (eftnbee, fo iß ber 
Ibe* Keinen Äreife* in m b. &♦ wie T unb C in geraber 
llnie; ber ^nnft m rflcft je&t bor, unb wenn ber Spunft 
T in V angekommen iß, iß m nad> ber SSottenbung efneä 
'ganjen Jtreife* fc^ott mieber bi* n borgeräcft, b« aber* 
mal* mit V unb C in geraber Pinie ; nun iß ber Sogen 
TV in Z Seit boDenbet, unb e* fragt ß#: »ie bfet3eit 
fcer $unft be* ((einen Äreife* jur SBoOenbung eine* Um* 
lauf* biaudjf* 

Sfufläfting«. ©er Sogen mn welchen ber ?Junft be« 
flehten ÄretfeS über einen Ärei* bollenbet, iß bem Sogen 
TV Anlieft, btfyaib fucfte, man bie ©rabe be« Sogen« 
TV/ inbem man fc&liegt: I: Z = 360° unb x ig 

s=^^; fo grog iß alfo aud> ber Sogen my, »elc&er, 

t»r Sperfp&erie be« Keinen Äreife* &in|uabbfrf , ben So* 

. , ■ , ft , 36oZ 36oI-f-36oZ 36oCI + Z) 

gen mbadn= 360 0 -» p— 

§ieW* SBenn alfo ber tyunft be* Keinen Äreife*, brefen 
Sogen in berfelben Seit t>oBenbet, »0 ber Sögen TV 
(ef4>rie6en iß, fo iß bie* aucfc Z Seit/ unb man fann 
»ieber fagen: toenn biefer Sogen in Z Seit boffenbet 
töirb, in »ie Diel Seit »erben nur 360 ©rabe, ober ein 
einmaliger Umlauf toHenbet; bie« gie&t folgcnben Snfa$: 
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=5^^=2X1;; offener efw ft*r 

56o(I-j-Z) 3SoCH-Z) + 

T 

dafat^t §ormel. 

3 ufa Q Staut aber ber «punft b*$ Wefaen Ärefc 

fr*, ffd> in enegegeugefefcter Stiftung bewegt fritte, b, 

intern ber $>unft großen Jfreife* t>ou T bi* V, 

rätft, &ätte er nur ben Sogen mabn (alfo nod> feinen 

ganzen Jfrei*) boCfenbet; welker 9(tt6bruet tofirbe nun 

»enn I unb Z unwintert bleiben, ben Umlauf ange* 

z i 

btnl — Offenbar bie Sormel-J^-, — benn ber Sogen 
mabn ifl ja jefte nur 

, 1 ^ ffl 36oZ 56o(I-2) 

3ufafc ä# J£>4tte aber berSpunft beS großen Ärelfej 
ble eutgegengefefcte Setoegung gehabe , alfo ben Sogen 
fcurcblaufen, beffen ©upplement ber Sogen TV iff, unb 
»rieben mir THV nennen »oUen (bieglgur jeigt tyn nfcf)t 
mittt), ber Sßunft be$ fieinen Areif** aber feine Stiftung 
behalten unb n>ieber ben Sogen mbamn burd^laufen; ttie 
ttärbe fefct ble gormel lauten? — SDer Slu*brncf fär ben 

56o z 

Sogen THVcu mabntoÄre aud) jefct nod)=—p, ba&er 

_ . . 36oZ 36o(I—Z) 

ber Sogen TV ~ mn = 360 0 — == — ~ —5 »fr* 

Mefer Sogen ju 360° abbirf , fo er^lt man ben Sogen 

, (36oI— Z) 36o(2l—Z) 

mban = 36p + — j- — =ä — x — fcftltegf man nun 
toieber: 560 c * f ~ Z) : 360 = Z : ttnfrefatmten 3«*** fo wirb 



r.z 



■ 

9uf*$ 3* Cnblitft fep ble Setoegnng fou>o$l imgfo» 
0 en af * Im (leinen Areife , ber urfprfingli* angenommenen 
entgegen gefegt, bafeer lieber beibe na$ berfelben 9lid>* 
tung; ber spunft im (leinen Areife »oftenbe je|t buwfc ff in 
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ffiorellett ben ÄeetS mabm unb äberbief nod> ben Sogen 

mabn; wie wirb nun bie gormel färben? — ©ie tritt 

i z 

»ieber ganj bie |uerfl er&attene gormel * crben ' 
weil berSluibrucl fftr beuSBogeu THV «> mabn wieber 
~5 W irb, unb ber (Sang ber Siec&nung burc&au* be* 

fette fft »Ie bort 

fflnmerf* u « Met&t bie SlufgaBe ganf biefel6e, 
aenn man fid) ben ganjet} fttet* mba um feinen 
SRittelpunft fsd^ bre(enb benft, unb ben $unft m 
al« einen feflen qjunft annimmt* Siebente* nun $♦ 
jener flelne ffret* ben Durcf>f4nltt ber Sonnen* 
. fuget unb m iß ein ©onneuffcc!, TV aber einen 
SfteK ber €rbba&n, fo (ann man au* ber 3ttt, wo 
bte €rbe fld) t>on t bl* V bewegt, wenn mau in 
tiefen bei&en fünften einen gteef gerabe mitten auf 
ber ©onnenfäetbe beoba^tet &af/ bte JDre&ung ber 
©onne um t&re Slcftfe ftnben, wenn man bie md)* 
fung ber Bewegung be6 glecK (na# ber rechten tber 
linfen £anb *on ber ©onne and gefefcen) femtt, 
welche fo (ff, »ie unfere erfte »uflJfUng de an* 

, ua&m. ©ie Seit I i(t alibann unfer 3a&r, unb Z 
*ie 3»if4enjeit ber SBeobac&tungen j wenn biefe Seit 
nun |- »♦ *7t Söge w&e, uub I = 365* äuge* 
oommen wiebe, fo gäbe bie gormel ' 

80555 : 

,Z 8 «0555 m ^ £4jje .r 



j ■ 4 ** 

ober 25 Sage unb etwa 19 ©tunben für jene Um* 
»ai|ung ber ©onne* 
Kumert £>ag biefe Angaben, fo wie unfere ganje 
Stet&nung, nurruube 3**1™ angeben, bie bei wirf* 
Heften 85eobad)tungen «eine «Henberungm erlelben, 
«mg, |ur SJermeibung fton 5SRigoerjldnbniffen, erwd&nt 
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« 

»erben; b«$ 9i$$ere fttt&btv ju fajt», f(f ^fet ber 

" Drt nic&r. 

iote Stufgabe* ($ig*280 

3ti einem Greife EGF 1(1 eijf jweiter ÄreW DHK 
gegeben, ber ben erflen im fünfte L berührt; man t>er* 
langt $n>ei Äreife^von gleitet ©roge, nod) innerhalb 
bei großen Äreife* ju conflruire«, bie fW) unter f!c& 
unb beibe gegebene treffe berühren* 

3Ufl$fung* £a bie beiben verlangten Äreife von 
gletdjer ©roge fet>n follen, fo möffen fle offenbar $u bei* 
ben ©eiten be$ JDurdfrmeffera LN (für ben großen gege* 
betten JErei*, ber jugleicft burdj ben Sföittelpunfa bei fleU 
nen Äreife* ge|t) liegen/ wegen ber (jier beftnblit&en cen# 
gruenten gldc&en* Slber, ba fid) bie beiben Äreffe aud) 
tinter flcfy berühren follen, fo mfiffen fle toieber beibe ben 
©urdjmejfer LN jur genteinftyaftiidjen Tangente fcaben, 
ba fid) fcnfl fein spünft angeben läßt, ben fie gemein* 
fcfcafflkO (ja&en finnten* SBir braat&en aber »egen ber 
©leicfc&eit ber beiben Äreife, nur einen ju betradjjtin, unb 
bfeä f/9 ber aW bereit* gefunben angenommene Äreti CED 4 
9lun fud?e mau bie Sage bei SKittelpunftä ju beflimmen, 
fo (jat man alle** £>enff man ftc& biefen tyuntt Q mit 
ben Mittelpunkten B unb A ber gegebenen Greife Der* 
bunben, unb verlängert bie f inte Bß bi£ E, fo p«b Me 
fünfte E unb D bie Serß&rungäpunfte, unb EQ = OD 
= bem unbefannten JKabiuä, ber x Reißen mag; fäüt 
man nun nod> von O auf NL ben Kerpen bifel ßC, fo 
iff au# biefer = OD = x, t> a ja L N ein Sangenfe fepn 
muß/ 

' €* formt* je$t alle* auf ben qjunff C in ber einte 
LN, unb auf ben Slabfu* x an; befannt ijl un$ nid)ti 
meifer al* ber Stabini bei großen Äreife* BE ben »ir 
R, ber bti «einen Äreife* ber r, unb bie Entfernung 
ber beiben SBfittelpunffe von etoanber b. &♦ BA bie wir 



d nennen wollen; |tt beftimmen (tob hierauf BC bie y 
Geigen mag, unb x* 

3ta* ber tRatttr berfiftrenber Streife folge nun, t>ag 

AQ = AD + DO=±r + x, B Q = BE — QE=±R — x 

ffh SBetttt matt jefc* bie beiben recfawinf liefen Sriangel 
AQC unb BQO betrautet, fo (äffen fiefo foljenbe beibe 
©lei^ungen bilben: 1) BC* = BQ* — QC*, ober 

y 2 =(R-.i) i -.x* = R , -2Rx + i a -x a =Ä*-aRi, 
2) AC 2 = Ae 2 -QC*, ober (d + y)*=(r + x)* — b* 
$» d* + ady + y* = r* +arx + — x*=r 2 f arx* 

SBIrb ()tert)on bie er|!e ©(eic^ung fubfraftirf, fo bleibt bie 
neue ©lefd>ttn<>: 3) d* + sdy = r* + arx- R* + aRx. 
3ht* biefer ©ieitytng ben SEBerty t>oti x entwiefett, er&äle 

d* + zdy-f.R*~ r* „j_ . _ Ä , , - 

man x = ' - ♦ Su« ber erflen ©Indens 

aber, wirb ber 2Bert& fflr x= — gefunden; fefteti 
wir nun biefe beiben Sßete^e fflr x einanber gleicft , fo 
erhalten wir : g 7 R = — ~ tyttanö wirb nun 

3d*R + 4dyR + sR J — sRr* =2rR* — ary a + 2R 1 — 2Ry* 

SBirb t>on beiben ©eieen 2R 3 fubfra&ire, unb bie ganje 
®Md)un$ burety 2 btoibirt, fo ereilt man 

d a R + sdyR — Rr a = rR a — ry* — Ry a , 

©erben atte ©räfien bie y enf|alfen auf bie linfe, bie 6e* 
fannfen ©rägen auf bie re^te Seite ber ©leic&ung 
fd^afft / fo wirb biefelbe folgenbe: 

Ry* +ry a + 2dyR = rR a — d 3 R+ Rr 1 

(R + r)y a +2dyR = (rR— d a + r a )R frierau* Wirb 

* j. *dyR_ (rB— d»+r» jR 
^ + R-|-r R + r * 

60 ftnb wir auf bie allgemeine formet ber unreinen qua* 
feratiföen ©leu&nngen gefommen, na$ beren Sporte au« 
biefer gorm, nun folgenbe wirb: 
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adyR d 2 R* 
7 * + R + r + (R + r) 2 



CrR — d 2 + r 2 ) R d 2 R 2 

T 



R + r 1 (R + r) 2 

d 2 R 2 



CrR — d 2 + r 2 ) (R -f. r) R , 



(R + r) (R + r) 1 (R + r) 2 

r R3 — d 2 R 2 + r*R 2 4- r 2 R 2 — d 2 rR + r 3 R + d 2 R 2 

(R+r) 2 

rR 3 + ar 2 R 2 — d 2 rR + r»R 

(R + r) 2 
rR 3 + 2r 2 R 2 + r« R d 2 rR 



(R+r) 2 (R+r) 2 
d 2 rR 

SBirb auf btlbtn ©effeti Wc ßuabrafnmrjel autogen, 
fo bef omrnt man : 

dR ,//%. d 2 rR *\ „, „ 

d^rR x dR *vf*~r< t ' 

Jpfernacf) farni nun audfr x beregnet werben* - ^ L 

3ufa$ i* €$ fep R = 3 Mb r — 2 , fo t»lrb »er 
Sfttfbwcf ffir **4Ä# 

&(«*•» wirb fubfra&frt =^-=f , be«ba(6 W w * 
SRfromt man ben SBerrfc ffo x=5!^2! f 0 wirb bief« j>$t 

_ «9 — 3,24 5, 7 6 

~ = T — 

3ufafc £)fe SpfUßtitg toirc gattj fciefefbe ge# 
wefeti, wenn auc^ t>ie betten gegebenen «reife ftc& nic$t 
htt&btt, Ja felbfl »etw fte fic& gefönt"" Httttu 
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